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Eduardo Espinoza Ramos, catedrático en la especialidad de matemática pura, me 
hace el honor de pedirme la presentación de su obra Análisis Matemático І para Estudiantes de 


Ciencia e Ingeniería. 


El objeto principal de la presente obra Analisis Matemático I, es precisamente 
llenar el vacio que existe para su fácil y mejor aprendizaje, desarrollando y analizando los 
conceptos básicos necesarios y su aplicación hacia las especialidades de Ingeniería, de tal manera 


que permita a los estudiantes disponer de una herramienta de trabajo práctico y comprensible. 


El método didáctico empleado en todo el libro consta de cinco capítulos: Sistema 
de Números Reales; Relaciones y Funciones; Límites y Continuidad; Derivadas y sus 


Aplicaciones y Diferenciales, 


Para orientación del estudiante, el trabajo llevado a cabo por el autor, en esta 
obra, es digno de elogio. Su lenguaje sencillo y desarrollo al alcance del estudiante, producto de 
sus años de experiencia como docente Universitario le permiten tratar rigurosamente estos, desde 


el punto de vista cientifico en forma didáctica y amena. 


Los ejercicios y/o problemas cuidadosamente seleccionados complementan los 


propósitos y métodos empleados en la teoría. 


Finalmente, expreso mi felicitación al autor de la obra EDUARDO ESPINOZA 
RAMOS, quien ya se suma a la legión de autores nacionales que tienen más conocimiento de 


nuestra realidad Universitaria. 


ING. EDUARDO BULNES SAMAME 


JEFE DE DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE LA UNIVERSIDAD RICARDO PALMA. 
¿¿X-SECRETARIO ACADEMICO DE LA FACULTAD DE INGENIERIA 





En la presente obra Intitulada "Análisis Matemático I para Estudiantes de 
Ciencia e Ingeniería” en su 3ra. Edición, hemos aprovechado de los numerosos y valiosos 
comentarios y sugerencias de mis colegas que elaboran en las diversas universidades de la capital, 
motivo por el cual se ha ampliado la demostración de propiedades asi como los conceptos básicos 
teóricos e incluyendo propiedades y teorema de acuerdo a las exigencias de la nueva curricula. Al 
igual que su 2da edición se expone en forma teórica y práctica, los conceptos de sistemas de 
números reales, relaciones y funciones, limites y continuidad, derivadas y sus aplicaciones, así 
como la regla de L'Hospital, las funciones hiperbólicas y la diferencial con sus aplicaciones, asi 
mismo se ha incluido algunos teorema en cuanto corresponde a las aplicaciones de las derivadas 
antes de los Tcoremas de Rolle y del Valor Medio. también se han incluido mas ejercicios 
desarrollados y propuestos en las practicas y exámenes de las diversas universidades de la capital 


proporcionados por mis colegas y en especiales de los coordinadores de área académica. 


La parte teórica se desarrolla de manera metódica y con especial cuidado, 
tratando de no perder el rigor matemático pero tratando de no caer en el excesivo formulismo que 


confunde al lector. 


La lectura provechosa del presente trabajo requiere del conocimiento previo del 


algebra elemental, geometria plana y trigonometría. 


La presente obra es recomendable para estudiante de ciencias matemáticas, 
fisica, ingenieria, economia y para toda persona interesada en fundamentar sólidamente sus 


conocimientos matemáticos del análisis real. 


Por ultimo desco agradecer y expresar mi aprecio a las siguientes personas por 


sus valiosos comentarios y sugerencias. 


DOCTOR PEDRO CONTRERAS CHAMORRO 
Ex-Director de la Escuela Profesional de Matemática Pura de la Universidad Nacional 
Mayor de San Marcos. 
Catedrático Principal en Pos-Grado de la Facultad de Matemática Pura de la UNMSM 
Miembro Fundador de la Academia Nacional de Ciencia y tecnología del Perú. 
Catedrático de la Universidad Particular Ricardo Palma. 
DOCTOR EUGENIO CABANILLAS LAPA 
Doctor en matemática Pura, Universidad Federal de Río de Janeiro — Brasil. 
Director du Pos-Grado en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos. 
Catedrático de la Universidad Nacional del Callao. 
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El sistema de los números reales de los cuales ahora disponemos, es el resultado de 
una enorme cantidad de reflexión por parte del hombre. 


Los enteros positivos, es decir: 1,2,3,..., pueden encontrarse desde el comienzo de nuestra 
civilización. Los enteros tan grandes como 100,000 se usaban en Egipto en fechas tan 
tempranas como es 300 A.C. 


Los antiguos Egipcios y Babilonios desarrollaron una aritmética con los enteros positivos 
con los cuales podían efectuarse las operaciones de adición y multiplicación, aunque la 
división no se desarrolló por completo. 


Estos antiguos pueblos usaron ciertas fracciones, tenemos pues, que los números 
racionales aparecieron también en una temprana etapa de nuestra civilización (un número 


racional es cociente de dos enteros). 


Los Babilonios fueron los que más éxito tuvieron en el desarrollo del aritmética y el 
algebra por que tenían una notación para los números muy superior a la de los Egipcios. 
Esta notación en principio, análoga a nuestro sistema decimal, excepto por el hecho de 
que su base es 60 en lugar de 10. Una buena notación es el pre-requisito para el desarrollo 


de los matemáticos. 


Nuestro sistema decimal con los números llamados arábigos fue inventado por los 
Hindues e introducido en Europa occidental en el siglo XII a través de las traducciones de 
textos Arabes. Sin embargo, la aceptación generalizada de esta notación demoró mucho 


en llegar. 


bas 
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La espera fue aun mayor para la aceptación de los números negativos, incluso hasta 
finales del siglo XVI se descartaban las raices negativas de las ecuaciones. 


La aritmética y el algebra se desarrollaron bajo él estimulo de problemas prácticos en 
contradicción de la geometria que desarrollaron los griegos solamente para su satisfacción 
intelectual y en un modelo del sistema lógico, 


Sin embargo, con el desarrollo del cálculo, los números reales especialmente los números 
irracionales tales como 412. Ж, 3/5 , tuvieron que sustentarse sobre una firme 


fundamentación lógica, esto se logro en la ultima parte del siglo XIX. 


Disponemos ahora de un sistema de axiomas que describen completamente los números 
reales partiendo de estos axiomas podemos derivar todas las propiedades de los números 
reales. 


Esto es el metodo usado en la geometría Euclidiana, se acepta un cierto número de 
proposiciones, a las que se llama axiomas o postulados o hipótesis y basándose en esas 
axiomas se prueban todos los teoremas de la geometría. 





Llamaremos sistema de los números reales a un conjunto R, provisto de dos operaciones 
adición (+) y multiplicación (.) (leyes de composición interna) y una relación de orden 
denotado por “<”, es decir: 


1° LEY DE COMPOSICIÓN INTERNA: 


+: RxR ——R 


(a,b) —> +(a,b) =a + b 
Además debe cumplirse los axiomas siguientes: 


Ау Cerradura: VabeR > a+beR 
A Conmutatividad: a+b=b+a, уар є К 


A, Asociatividad: (a+b)+c=a+(b+ c), V a,b,c € R 


Sistema de Números Reales 3 
A, Identidad aditiva: VaeR,30€R/a+0=0+a=a 
A, Opuesto Aditivo: Va є К, 3 -ає В, yes único, tal que: a + (-a)= (-a) +a = 0 
2° LEY DE COMPOSICIÓN INTERNA: e: RxR—>R 


Además debe cumplirse los axiomas siguientes: 


M, Cerradura: VabeR >abeR 
M, Conmutativa: ab-b.a, Уар є К 
М, Asociativa: (a.b).c = a.(b.c), V a,b,c e R 


M, Identidad Multiplicativa: VaeR,3 1=0,1єЄ R, tal que: laz-a 


1 1 


M, Inverso Multiplicativo: Vax0, 3 а! eR, tal que: aa! za 'a-l 


3° RELACIÓN DE ORDEN: 
O, Va,b є R una y solamente una de las relaciones se cumple a < b, a = b, b < a (ley de 


tricotomia). 


O, Si a<b y b«c entonces a< c (transitiva). 


O, Sia<b > a+c<brc, Va,b,c є R. 


O, Sia<b, c>0 entonces a.c < b.c 


OBSERVACIÓN: 


i) Alosnúmeros a y b los llamaremos sumando, y al número a + b suma de a y b. 


i) En a.b; a los números a y b los llamaremos factores y al número a.b producto de a y 


b. 


iii) El opuesto es único, asi mismo cuando existe el inverso es único. 
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Si ayb pertenecen a un conjunto B ysia =b, entonces en toda relación se puede 
sustituir al elemento a por el elemento b sin que altere el significado de la relación. 





Si a = b entonces a+ c = b + c, para todo a, b, є є R 
Demostración 

l^ a-b. por hipótesis. 

2° a+c=a+c, propiedad reflexiva. 


3° a+c=br+c. 1°, 2° y axioma 1.3 





SI a = b entonces a.c = b.c, para todo a, b, ce R 


Demostración 
1° a=b por hipótesis. 


2° а.с= а.с. propiedad reflexiva. 


39 ac=b.c, 1°, 2° y axioma 1.3 





Sean abceR: Siarc=b+c entonces а= b 
Demostración 
1° a+c=b+ c. por hipótesis. 


2° a+c+(c)=b+c+(c), 1° y teorema 1.4, 
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3° a+(c+(-c))= b+ (c + (-c)), "27y 1 š 
4° a+0=b+0, 3° axioma A, 


5° a=b, 4°, axioma 4, 





Sean a.b.c є R: Sia.c=b.c y cx0, entonces a = b 


Demostración 
]° a.c=b.c. ... por hipótesis. 
2° El ... por hipótesis 
l l l : 
39 3 — e R/(a.c).— =(б.с).—, ... 22, 1° y axioma M, 
c e C 
| | 
4°  a(c.—)-b.(c.—), ... 3° y axioma М, 
C C 
5^ a.l=b,.1, ... 4% y axioma M, 
6% a=b, ... 5 y axioma М, 





DEFINICION.- Para cualquier números reales a,b e R, definiremos a la sustracción 


de números reales por: 






DIVISION BE NUME 





DEFINICION.- Рага cualquier números reales a,b є R. donde b = 0, definiremos al 
cociente de números reales por: 
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(1) Para cada número real a € R, demostrar que a + a = 2a 
Demostración 
l^ а=а.] POr Ma 
2° а+а=а.1 +а.1 ‚.. 1° y axioma 1.4 
39 а+а=а.(1+1) ... 2? y axioma lida 


4° а+а=а.2 ... 3° y por M, 


5? а+а= 2а ... 4? y por M, 


(2) Para cada número real a є R, demostrar que a.0 = 0 
Demostración 
1° а.0=а.0+0 2. Por Á; 
2° а.0=а.0 + (a + (-a)) sa! 1° Y por А, 
3° а.0= (а.0+а) + (-a) ... 2? y por 4, 
4° а.0 = (а.0 +а.1) + (-a) ... 3° y рог M, 
5° а.0=а(0 +1) + (-a) ... 4? y por axioma 1.3.a 
6° а.0=а.1 + (-а) e. 5° y por 4, 
7° а.0=а+ (-а) ... 6? y por М, 
82 a0=0 ... 7? y por A, 
(3) Para cada número real a є R, demostrar que: -а = (-1).a 
Demostración 


Basta demostrar que a + (-1)a = 0, porque (-1).a, y —a son inversos aditivos de a por А, 


Sistema de Números Reales 


Luego a+ (-1)a= la + (-1)a, ... por axioma 1.3 
a + (-1)a = (1 + (-1))a, ... por axioma VA b. 
a + (-1)a = Q.a, e. por A, 
a + (-1)a = 0, ... por ejercicio 2. 
-a = (-1)a 
(4) Para cada número real a e R, demostrar que -(-a) = a 
Demostración 
1° a+ (-a)=0 ... por 4, 
2° (-a)+(-(-a)) = 0 ... por 4A, 
3° (-a)+(-(-a)) = a + (-a) hdi eS 
4° -(-a)=a ... 3? y por teorema 1.6 
(5) Para cada número real a,b e К, demostrar que (-a).(-b) = a.b 
Demostración 
1° (-a).(-b) = [(-1)a][-1)b] 4. por el ejercicio 3 
2° (-a).(-b) = (-1)[a((-1)b)] ме 2 УЛН, 
3° (-а)4-0) = (-1)[(-1)a].b — P omm 
4? (-а).(-Б) = (-1)[(-a)].b as 3° y ejercicio 3 
5°  (-a).(-b) = [(-1)(-a)].b ... 4° y М, 
6?  (-a).(-b)-a.b ... 5° y ejercicio 4 


(6) V a,b є R. demostrar que a.(-b) = -(a.b) 


Demostración 


1° a.(-b)= a.((-1).b) ... por ejercicio 3 
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2° a.(-b)= (a.(-1)).b ... 12 y por М, 
3° a.(-b)= ((-1)a).b ... 2? y por Mj 

4?  a.(-b) = (-1)(a.b) .. 3° y por M, 
5? a.(-b) = -(a.b) ... 4? y ejercicio 3 
6?  -(a-b) = (-1)(a.b) ... Por el ejercicio 3 
7° -(ab) = ((-1)a).b ... 6% y por М, 
8? -(ab)= (-a).b se. Т" у gJEFCICIO d. 
9?  a(-b) = -(ab) = (-a).b 4. y 9 


V a,b є R, demostrar que a.(b - c) = a.b — a.c 


Demostración 
1°  a(b-c)-7a.(b + (-c)) ... definición de sustracción 
2° a(b-c)=a.b+a.(-c) ... 1° y axioma 1.3.a 
3? а.(6-с) =а.Ь + (-(a.c)) ... 2° ejercicio 6 
4° a.(b-c)-a.b-a.c ... 3° definición de sustracción 


4 | 
Para a є R, demostrar si a + 0, entonces a 1-- 
а 


Demostración 
10: аа” ... рог M, 
2° (атаа 1) 419 M, 
go rel ... 2? definición de división 


Sistema de Números Reales 


(9) 


V a.b e В, a.b z 0, demostrar que (a.b) ! 2a 15! 


Demostración 


l 
] ° В)---1 
(a 4777 


2°  (ab)(ab) |-1 


3° (а) (а 15 )=(a)(a) .(b)(b !|) 
PE m 
4? (ab)(a b )-(a.—).(b.—) 
a b 


52 (аһ) (а 'b \у=(1)(1)=1 
6° (aby(a !51)-1 
7° (ab)(ab) '=(ab)(a |b !) 


82 (ab) =а 1! 


V a.b.c.d e К, b 0. d = 0. demostrar que: ы ч 


Demostración 
: 


| Pica 
b d 


35. UE A а 
е (алж Эд АВЧ P 


3? Ft = (ab (d.d !)2(ed |).(bb !) 


C 


. por M, 


. 1% y definición de división 


. por М, 


.. 3°, M, y definición de división. 


‚ 4? y M, 


., de 5? 


. de 2” y 6° 


магу сора: 1.7 


ad + Б.с 
b.d 





. por definición de división 


. 12 y por M, 


. 2? y definición por división. 
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48 = = (44) 7 ыг 717 цэ ыз. A 
? 


5° 7*7 7 (aay(bd) ! e(be)(bd) 1... 4? y ejercicio 9 
7 


6° += (ad + b.).(bd ) | ... de 5? у axioma 1.3.b. 

, au c ad+be > 39 LA. 

7 — += = — ... 6? y definición de división 
b d hd 





Entre los números reales y los puntos de una recta existe una correspondencia, es decir: 


Si sobre una recta se fija su origen “O”, una unidad, y un sentido positivo, entonces, a 
cada punto de una recta le corresponde un número real y reciprocamente, a cada número 
real le corresponde un único punto de la recta, al número real correspondiente a un punto 


de la recta se le llama abscisa del punto. 


Conjunto de los námeros naturales. 
Z: Conjunto de los números enteros. 
Conjunto de los números racionales. 


Conjunto de los números irracionales. 


Conjunto de los números reales. 





Conjunto de los números complejos. 
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CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES 


: 22 (1,2....„п...} гу, 
= entero positivo 


жс и 


Z enteros negativos 





Q <  Decimales periódicos =0.abc = ad 
999 
racionales 
| лемі — abcde- ab 
К Decimales periódico mixto = 0.abcde = ———— 
99900 
Decimales exactos --0.адс = que 
1000 


Q= (51a. be Z, b = 0) 


] f propios: m `3 id 
Irracionales | trascendentes = (e, л,...} 





La correspondencia entre los números reales y los puntos de una recta pueden usarse para 
dar una interpretación geométrica de la relación de orden entre los nümeros reales. 


La relación a < b significa que sobre una recta numérica el punto А corresponde al 
numero “a”, que se encuentra а la izquierda del punto B correspondiente al número "b". 


A B 
— TÇ —— 
a b 


El simbolo < se lee “Es menor que”. También usaremos los simbolos siguientes: 
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1.13.4 DEFINICIÓN.- 
i) Un número real “a” es positivo sí, a > 0. 
ii) Un número real “a” es negativo si, a < 0. 
1.13.) DEFINICIÓN.- 


Llamaremos desigualdad a una expresión que indica que un número es mayor ó menor 
que otro. Por ejemplo: 5«9. 





V a.b.c e R., se tiene: 


O, Orden de tricotomía: una y sólo una de las siguientes posibilidades se cumple: 
a=b v a<b v a>b 


O, Orden transitivo: sia«b ^ b«c > a«c 
O, Orden de adición: sia« b > a+c<b+c 
O, Orden Multiplicativo: siía<byc>0 > a.c<b.c 


En base a estos axiomas daremos las siguientes definiciones: 





i) a<b <= bc-a es positivo. i) a>b & a-b es positivo. 


il) asb © a=b v a<b iv) a2b = a>byva=b 





vab.cde R: Si а<с nb<d < a+b<c+d 
Demostración 
[^ а<с por hipótesis 


2 gqvtbebttc 1° y 0,. 
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ЗӨ» bd por hipótesis 
4° b+c<c+d 3° y О; 
5" aad begtd 2°, 4% y O, 





Para a.b e R, sia<b => -a>-b 


Demostración 
[ees por hipotesis 
22 b-a>0 1° y definición 1.11, 


3° (b—a)+(-b)> 0 + (-b) 2° y O, 
4° -a+(b+(b)>-b 3. — Ьу Á 
5° ачы) 4? y 4, 


6° -a>-b 5? y 4, 





Sta, b. сє В, donde a<b л c<0 = ac»bc 


Demostración 
(2 dep por hipótesis 
27 0 por hipótesis 
3" O-c> 0 2? y definición 1.14.1) 
4° -a.c< -b.c 19,3 y O, yejercicio 6 


5° ас 4” y teorema LH 
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Para aeR. az0 > a^»0 


Demostración 
15: аз por hipótesis 
2? гаэ 2 2590 1° y O, 
3^ sia>0 = ааа 2” y О, 
4° 28750 3° y eJercicio 2 
5° sia«0 > -а> 0 2° ydefinición 1.151 
6° (-а)(-а) > 0. (-a) > yO 
79 as 6°, ejercicio 2 y 5 





Para a e R.a = 0 entonces a ' tiene el mismo signo que “a” es decir: 


) Sals u >i i) Sia<0 => a!«0 
Demostración 
) 1° a>0 por hipótesis 
29 «a hipótesis auxiliar 
3° саата 1°, 2? y teorema 1.18 
4° 1<0 3? y M , es absurdo 
5 a'»0, por 2? y 4? 


6 Sia>0=> a|»0 1°у5° 


ii) Su demostración es en forma similar. 
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Para a,b є R, donde a y b tienen el mismo signo, sí a<b => а! >b! 


Demostración 


Como a y b tienen el mismo signo entonces se tiene dos casos: 


i a>01b>0 i) a<0 A b<0 
) 1° a<b por hipótesis 

2" a>0 ^ bes por hipótesis 

39 Q> ре di s Q 2°, teorema 1.20 

4° аа" «Баг! 39:17:10, 

5° (аа )b!«(ba yy" 39у42: O, 

6° (aa yw! <(bb* ya” 5° y М, 

T |p qos 6° y М, 

8 ¿“ar Ty М, 


9 ap Бн ab 19 ңа 


i) Su demostración es en forma similar. 





(1) Si а2020, Demostrar que: а? > b? , donde a,b e R. 
Demostración 
Por hipótesis se tiene 42020 > a20 ^ b20 
Como azb > а4022020 > a+b>20 ... (а) 


abb > a-b20 ... (В) 
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de (a) y (B) se tiene: (a + b)(a — b) > 0.(a — b) 
de donde a?-b?>0 = а? >Ь? ^ Siazb>0 = а? >р? 


Siab>0 y аг >b — a>b 


Demostración 


Por hipótesis se tiene a >b? => aq?-b?»0 de donde (a + b)(a—b)2 0 ... (a) 








como а> 0 л b>0 = a+b>0, de donde ийш ... (B) 
а + 
| һ)(а—-Ь 
de (a) у (3) se tiene A, de donde a—b> 0 entonces а> b. 
Si b>a>0 y c» 0. Demostrar: въ Ч 
Ь-с 5 
Demostración 
Como b>a>0 > ab>0 ... (1) 
b>a y c>0 = Эс? аг sii) 


en (2) sumando a.b > 0 en ambos lados. a.b+b.c>a.b+a.c 


a+c a 
> — 
b+c b 





b.(a + c) > a.(b + c) , de donde: 


C 
De 
d 





Si a.b.c.d> 0 y 2.35 Demostrar 2:86 
b d b+d 
Demostración 
a c 
Como 5 > 4' donde bd» 0 > ad >b.c ... (1) 


Además с> 0, d» 0 entonces с.а > 0 


Sumando c.d > 0, a ambos miembros en (1): a.d + c.d > b.c + с.а 
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d.(a + c) > c.(b + d), de donde: — $e 
b+ d 





Рага а,Ь,с números reales. Demostrar que a? +b*+c? >ab+ac+be 
Demostración 
j 2 
a +b*-2ab20 


= a? «c^-2ac20 
b? +c? -2bc20 


v a,b e R. (a—b)” 20 
va.ceR.(a-c) 20 
V b.c € R. (b -cy? 20 








MA” +D uem )-2(ab+ac+b.c)20 


de donde a? +b? +c? >ab+ac+be 


a+b 
> 





Vabe R`, demostrar que > Jab 
Solución 


Como abe K => ED e R 


Sí Ja -4b eR => (Ча-45) 20, dedonde a+b-2/a/b>0 => а+Ь>2-[аЬ 











а 
2 
, a+b 
Demostrar que sia < b, Entonces a< <b 
Demostración 
Como a<b = a+a<a+b = 2a<a+b ажи) 
a«b => атрхрч)этаыгс 2р со) 
"ин a+b 
de (1) y (2) por transitividad se tiene: 2a < a + b < 2b w h< <b 


- 


Demostrar que si, а? & b? =1, c? «d? =1. entonces: 1 2 a.c + b.d, para a,b,c,d e R 
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Demostración 
VaceR, (a-c) 20 > а? +с? 2 2ас ... (1) 
VbdeR, (b-d) 20 > Б? +4? >2bd ... (2) 
sumando (1) y (2) se tiene: d^ bo E 2(a.c * b.d) 
2 2 2(a.c + b.d) ^ lzac-tbd 


Vab.c.de R^ yn e Z',demostra que: a” +b” +c” +d” > 4(аБса)"'? 
Demostración 
abe R' > a",b" e R` ‚pero a" —b" e К, entonces: 


(a" -b")? 20 = а?" +b” 2 2a"b" ... (1) 


cd e R^ = c',d' e R^, pero c"-d" e К, entonces: 


=” -d in =a uci pd" astu" a) 
Sumando (1) y (2) se tiene: a^" +b” +c™ +d” >2(a"b" +с"а") ... (3) 
(Na" b" TEE 20 > ab +c"d" 2 24a" b" c" d" ... (4) 


a" uer ава" > 4a" b^ c" d" 
а p" +c” +d?” 2 4(abcd)" ° 


Si a+b+c=1, donde a,b,c > 0, Demostrar que (1—a)(1 — b)(1 — c) > Babe 


Demostración 


Como a,b,c > 0 => Ja b Ac > 0 entonces: 


Sistema de Numeros Reales 


Jb - c ER b+c2 Nbe 
! Ма —-/с eR => la+c> Nac 
la -4b eR a b224ab 


(b + c)(a + c)(a + b) > 8арс 














l-a=b+c 
Pero sia+b+c=1 => 1-р=а+с 
Ба 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: (1 —a)(1 —b)(1 — c) > Sabe 


(1) Si аьса є А". Demostrar que: (аЬ + cd)(ac + bd) > 4abcd 


Demostración 
Como a,b,çd e R° => ab>0, cd>0, ac> 0, bd> 0 


De donde -/аБ--/с4 e R, y Jac -4bd є В. entonces: 


[( Jab — fed y? 20 Р [ab «cd > 2Jabcd 
БЕ -Jbd)! > 0 lac+bd > abcd 


multiplicando se tiene: (ab + cd)(ac + bd) > 4abcd 





А + 
(12) Sean a,b,c,d e R tal que сэрнэ . demostrar que: La pa 
b d b b+d d 


Demostración 


.. (1) 


.. (2) 


Como Зам, > ad<b.c porque bd є R' a.d < b.c, sumando a.b, a ambos 


miembros ad + ab < bc + ab, factorizando 


ust 

w 

инвен 

м, 

"eut T 
К 


b + d) < b(a + c), de допдер = * £ 
al ) < b(a + c), de don "E | bed 





En ad « bc sumando cd. a ambos miembros ad + cd < bc + cd, 


.. (1) 
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Factorizando d(a + c) < c(b + d), de donde: 228 : .. (2) 














a are а+с 
De (1 2) se tiene: — < 
ush b bid — 537 
De donde por transitividad se tiene: 2 < dac uc 
b b+d d 


Si a,b,c y d, son números reales cualesquiera. Demostrar que: a^ +b «c^ + d° > 4abcd 


Demostración 


? » 2 А 
Сото a,b,c,d є R => а?,Ь?,с?,а? є R, además: 


"ET. (a? 53! 20 
— 





с-а є К (c^-d^)! 20 
de donde al efectuar se tiene: a*+b* > 2a? p? 2 (1) 
c^ kakta d ... (2) 


Sumando (1) y (2) miembro a miembro se tiene: 
a^ « b* «c^ «d* z 20а? +с?а?) ... (3) 


Como ab cd e К => ab – са є R, entonces: (аса)? 20 de donde 


a^ b? *c?d? 2 2abed => 2(a?b? «cd? )2 4abcd ... (4) 
de (3) y (4) por transitividad se tiene: a^ * b^ «c^ +d* > Aabcd 
Si а> 0, а є К, demostrar que: a += > 2 

Demostración 


l 
Como а> 0 > Ja > 0, de donde va - = e R por lo tanto 
a 
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Ma y 20. desarrollando se tiene: ктеу nat 0 de donde т 2 
а а а 


f яр bc ac ab 
Si a,b,c, є Л , demostrar que: —+ À —2a+b+c 
a G 


Demostración 


Por hipótesis se tiene que a,b,c > 0, entonces 


b — 
5 >0, 520. £50 entonces aplicando el ejercicio 14). 
e C 


Se tiene: 24222, AAA АРУ. ... (1) 
a | ; 


Ahora a (1) multiplicamos por c,a,b respectivamente. 


СОСТ 

D г. 

SA. оа 2: ССО Ж”. аи идр 
c b b a C 

ub E. э 
C a 


жез Аа араа а a „Ж CON ems 
a b с a b сє 


a+b a b 


——— + — 


a+b+1 541 a+l 





Sia>0,b> 0, demostrar que: 


Demostración 
Сото a>0,b>0, entonces a+ 12 1, b+12 1 luego se tiene: 


a+1>1 = [а+Ь +126 +1 
b+1>1 la+b+1>a+1 


l l l 


A „се ы 
a+b+1 b+l a+b+1 а+1 





ahora invirtiendo cada una de las desigualdades: 
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multiplicando a las desigualdades por a y b respectivamente. 


a ¿E ар” 


a+b+1 541 á a+b+1 а-ч! 








DT EET 


gadh +l = D а+1 





Sumado estas dos desigualdades se tiene: 





Si ab e К, b 0, demostrar que: —————> $ 
а? +ab+b? ЗЬ? 


Demostración 


Completando cuadrado en a! +ab+b* setiene: a^ «abb? = (a D? їг. ^ (1) 


Como abeR => 2 є R. de donde (a «Y 20 


3p? 2 
se tiene: (a zs ELSE „1. (2) 





Sumando 


Ahora de (1) y (2) se tiene. 


Зр? l 4 
a^ +ab+b? > —— como bz 0 invertimos саг ik 
4 а? tabib ЗЬ 


b 
Si a> 0 y b< 0, Demostrar que: AT a 
a а 


Demostración 


сс? 


Comoa>0, 6<0 => аб < 0, sumando “a” a ambos miembros se tiene: 


a+b.a<a, de donde a(b+1)<a ... (1) 


1 "= 1 
Сото а> 0 => —>0, ahora multiplicamos a (1) por — 
a” 0” 





ай <— simplificando A 13 « А 
а? а? ga. 


Obteniéndose 


ө Ө  ——.. — ÀÀX —— w —— - 
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Si a>0.b>0 tal que a+ b= 1, demostrar que: ab <= 
Demostración 
Сото 2>0,b>0 > a—beR, de donde: 


(a-b) 20 => a?-2ab«b?^ 20 sumando 4ab. 


a? +2ab+b? >4ab dedonde: (a+b)? > 4ab 


l 
pero como a+ b = 1, se tiene 1>4ab, por lo tanto ab < 4 


Si a>0,b>0, За = 5b, demostrar que: zl > 2 
Demostración 
Como 3а» 56 > 34-5050 y 3a—5b є К entonces (За — 5b)? > 0 


Desarrollando se tiene: 9a? —30ab +25b? > 0 








Sumando 30ab, a ambos miembros: 9a? «25b? >30ab multiplicando por T 3 
a 
2 > 2 
Xr o > 222) , de donde: 22 o2 > 2 
15ab 15ab 5b За 





51 a y b son números reales positivos, demostrar que: e + a +b)24 
a 


- E Y 3 
Si a,b,c son números reales positivos, demostrar que: (— + " +—)(а+Ь+с)>9 
а C 


Si a,b,c,d son números reales positivos, demostrar que: 


C И. | 


+—Ka+b+c+d)216 
"ae Fh ) 


@ 0000 a o 


O өө 
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| 42 3b _ b! 
Si a y b dos números reales positivos tal que a 2 b, demostrar que: pa 2 2e M 
а а 
— 
VacR. а* 0, demostrar que: а +—726 
Si a,b,c e R` , demostrar que: (b + c)(a + c)(a + b) 2 8abc 
Si a,b є R, demostrar que: a^ bab? xa^ +b’ 
Si a,b,c e R, demostrar que: ЙГ ue sas 2(a+b+c) 
Si 0«a« 1, demostrar que a? <a 
; | N b SÑ 
51 a,b,c son números reales positivos y — < я <=, Demostrar que: 
a C 


d aten f 
a а-4-с c 


Demostrar que si a,b,c son números positivos y no iguales entre si, entonces: 
7 
(a+b+c)(a +b? tc?) » 9abc 


Si abc son números positivos y no iguales entre si. Demostrar que: 
(a+b+cXa *+b* +07 )>9 


5 a y b son números reales diferentes de сего. Demostrar que: 
2 2 

САР: ТРИЕ aa 

b^ a? b a 





Si а? +6? =1. Demostrar qe: —/2 xa«b x42 
Sug. (x-y) 20 > 2(x?2+y2)2> (x+ yy? 
Si a+b=c, a> 0, b» 0, demostrar que: a?'?+p?'? > c??? 


h . 
Si a+b2c> 0, demostrar que: e: E 38 
Ira 1+b "it 
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@ @ 


30 


©) 


Si a,b,c > 0, demostrar que: 3abcs a? + b^ « c? 


Si c>0,d>0, 2d + Зс, demostrar que: ИЕТ. 2 
3c 4d 
S1a>0,b> 0, a + b, demostrar que: es 2 


a 
Si a,b,c e R, demostrar que: Ье ud dal abc(a +b+c) 
Sea a+b=2, donde a y b son números reales, demostrar que: a^ 45^ 22 
Si a? «b^ «c? =1 y ў + y? +2? «1, demostrar que: ax + бу + сл < 1 


DW 227 
Si a > 0, b 20, demostrar que: 2 a 
b^ a @ b 


Si 0<а< 1, demostrar que: a? «a 


2ab 
a+b 





51 a,b > 0, demostrar que: 4 ab > 


a` +b? a +b 
> 





Si а> 0, b > 0, demostrar que: 





Sia>0 y b> 0, demostrar que: 4(a` +b`)> (a + by 
Si a y b son números reales, demostrar que: (a c)? + (b +а)? < Ja? +b? e? +4} 
Si a.b.c e K , demostrar que: (a * bc) 2 27abc 


Si a,b.c y d son números reales cualesquiera. Demostrar (ab + са)? < (а —À xo? pd” ) 


& & eoo Ө |» 


© © © 


0 


© @ @ @ 
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Si a.b є R. demostrar que: a^ +b (ab 


Si a >0 y b»0, demostrar que: (a Е ан) 
а р 2 a+b 


] 1 
Si a>0, b>0 tal que а+ bz 1, demostrar que: (aa мы Q^ 
a 


Si a.b.c.d e R. demostrar que: ас+ bd < (a? +b yc? +а?) 


Si ab e R tal que a+b= 1, demostrar que: at+p* 2l 


Si ab c R tal que a+b= 3, demostrar que: a^ +b* Жэ 


Si a.b.c,d e А”, demostrar que: =(а+Ь+с+а)24 abcd 
Si а.а,....,а,. b,b,...b,eR tal que: aj +а? +...+аг =1,b +b? +...+b2 =1, 
demostrar que: a,b, * a5 b, 9... a,b, $1 


Demostrar que si -1 <a < 0 entonces a? >a 


Si a>0 y (a — b)? > (a+ b)? , entonces b »0 


Si a,b € R, tal que 2a +4b = 1, Demostrar que: а? + b? > 5 


Sia>0.b>0 > a*+b?>a*b+ab? 


Хү Ч Хэ + X4 ыч, 


ST Х|.Хэмшы ье Re y si i-es у a= е . demostrar 

que: В < a. 

| „Ж Ж. a Б+а+с c 

Si арслалр e€R/m>0,n>0,p>0: —<—<— entonces: — <——ə— < — 
m 


n p m т+п+р p 
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0000© 


e a; +a PA 
Probar que si q, <a, <...<а, entonces a, < ——————— <a, 
n 


3 3 


g 
Demostrar que sı 0 <a <b < c entonces: ——— <a +b+c 
3c(b —a) 


Probar que: a^ «b^ *c^ *d* 2 A|abcd | para a,b,c,d e R 
Si a,b,c > 0, demostrar que: 2(a? rb zc)» bc(b *- c) + ac(c* a) + ab(a + b) 


Demostrar que: a! b! «bc? Mv 2 abc(a*b*c) адс є К 


n 


bo 
MZ 





Vx є К yn par, demostrar que: = 
X 


+ br 
tr 





| а 
Demostrar que si г> О ya <b entonces a а < <b 


: 2 “рс „СФ УЕ pa 
Si а y b son números positivos y distintos, demostrar que: A T 
b^ a a 


Consideremos x, y, z, w números reales, demostrar que: 


3* 2. «Зу 
Ж у dz ww ë (онде API 


ДА. 
Si a y b son números desiguales positivos demostrar que: a+b< A + 2. 
а 


Si a,b y c son números positivos distintos. Demostrar que: (a+b+c) ? €3(a? Б? + с?) 
Si a y b son números positivos distintos, demostrar que: (a? + b^ (a + b) > (a? +b” y 

| ; е ? РЧР A. dé 3. adiit? 
Si х,у son números distintos, demostrar que: (x +y Xx +y )»(x + y”) 


Si x.y.z son números positivos distintos, demostrar que: 


xy(x + y) + yz(y + z) + xz(x + z) > 6xyz 
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а—2 2 b— 
a~] —] 





Demostrar que: aSb«1 > 


Sean a,b.c,x,y,z números positivos distintos, demostrar que: 
Э 2 
(a? +b? +c? (х +y? +2?) > (ax * by c cz)? 


3 3 
Demostrar que: 0«d«c => ©- >d? (e-d) 


4 3 
Si0<d<c > d (c - d) < - e ced) 


Si x> 0, y> 0. z > 0, demostrar que: 
a) xyz=1 > х+у+223 
b) ху2=1 A х+у+2=3 < x-y-z-l 


Demostrar que: x>0, y>0,z>0 => “эл a d (sug: SES anl y ejercicio 64) 
q ash х аах 


Demostrar рага tudo a y b real Mab < (5 0 +b? 


Si xey e R. demuestre que: |х| + |y > |x + y] 


pt » 


Si x,,X5...x, € R talque x,,..x, =1. Entonces ху +x, +...+х, 21 
Si a,b є R, demostrar que: (a+b)' s8(a* +b*) 


Z9. ч 
: X TEL 
S ————- 24! 





a > 0, probar que: - 
үх? + а 


Si a,b.c € R^ y si a? +b? «c? =8 , demostrar que: а? + b? «c? 2165 


Si 


— 


а> 0, b > 0, demostrar que: Ga b jaa 
22 o» 
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03) 


© O 


Е : - a+b+c 
Demostrar que sí a,b,c nos números reales positivos entonces E m > abc 


SiVabeR tal que a20 Ab>0 y asx’ <b => Ja &x «Ab V ta 


Si Хү. Хэ... X4, ER, tal que x).x,...x, =1. Demostrar qUe exe +... +X, ë n 


Si a,beR' , Demostrar que (а? +b2)(a +b)? > 8a?*b* 


: 171 3 l ] l 
Si a+ b+ c= 0, Demostrar que: (—+—+—)2 2—-4——4— 
a b a 44 C 





А 1 N 
Si a,beR , Demostrar que "n л 
а 5 (a +b) 





1.24.2 


DEFINICION.- Una inecuación es una desigualdad en las que hay una o más 
cantidades desconocidas (incógnita) y que sólo se verifica para 
determinados valores de la incógnita o incógnitas. 


Ejemplo.- La desigualdad: 2х + 1 > x + 5, es una inecuación por que tiene una 
incógnita “x” que se verifica para valores mayores que 4. 


INTERVALOS.- Los intervalos son sub-conjuntos de los números reales que sirven 
para expresar la solución de las inecuaciones, estos intervalos sé 
representan gráficamente en la recta numérica real. 


Consideremos los siguientes tipos de intervalos: 
a) Intervalo cerrado.- asb 
[a,b] = (x eR/asxsbj a b 


b) Intervalo abierto.- а<6 


<ab>=x€eR/a<x<b) a b 
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с) Intervalo cerrado en a y abierto en b.- 


[a.b>= Ix eR/asx «b! Ë ç 


d) Intervalo abierto en a y cerrado en b.- 


—r O O —— 


<ab] = Ix e R/a <x <; a b 
e) Intervalo infinitos.- 

-~ Q 
[at> = (Xx e R/x 2al a 
<a+x>= {хє R/x>al — QM AAA 

a 
<-00,b] = (x e R/x <b} пме — t 
<-00,b> = (x e R/x<b) AAA HHHH O 
D 

<-00,+00> = {х/х € R} — ——SA 


= UAVMAMAMMMMWIAMMVI-O HHIHH 
<-%, а> U Xa, to» = (xe R/xsa] 


PER суа олана - 
Bí ЇЇ ee 
Nota. Si: A "уз ЖОКТУ 


Ejemplo.- Demostrar que: six e[2,4] entonces 2x + 3 є [7,11] 





Solución 
x e [2,4] > 2<x+<4, multiplicando por 2 
4 < 2x < 8, sumando 3 
7<2x+3<11 
Sr 72x 321i = 2+3 е [7.111] 


Por lo tanto, six є [2,4] => 2x+3 є [7,11] 
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Ejemplo.. Demostrar que: Sí 2x — 6 є <-4,4> > x e <1,5> 
Solución 
2x—6 є <-44> > -4<2x-—6<d4, sumando 6 
2 < 2х < 10 dividiendo entre 2 


1«x«5, entonces х є <1,5> 


Por lo tanto, sí 2x —6 є <-44> > х є <1,5> 





Se Пата conjunto solución de una inecuación а todos los números reales que la 
verifiquen, es decir, que dichos números reales dan la desigualdad en el sentido prefijado. 





El resolver una inecuación consiste en hallar un conjunto solución; es decir, encontrar el 
intervalo donde están los valores que puede tomar la incógnita para que verifique la 
mecuación. 
PINEDO REI EA IIA 
A £ Ж А EA TR 4: 


AG d 
Ws www Ww 





Para resolver estas inecuaciones se debe considerar a > 0, es decir, 51 a > 0, entonces: 


D E b 
X2e—— 0 EF 


Su representación gráfica es 
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Luego la solución es dado en la forma: xE <-—,+0> Ó хє <-M-—> 
a a 
Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones. 


3Хх-4«х-46 
Solución 


Las inecuaciones de primer grado en una incógnita, se resuelve, expresando la inecuación 


en la forma: 


En un sólo miembro se pone la incógnita, en el otro miembro los números, es decir: 


3x —x < 6 + 4, simplificando se tiene: x < 5, es decir: x € <-00,5> 


— AAA NAO La solución es: x € <-00,5> 
9 


3(x - 4) + 4x < 7x +2 
Solución 


Poniendo en un sólo miembro la incógnita y en el otro miembro los nümeros: 
3x— 12 +4x<7x+2 > Зх t 4х — 7x €2 + 12 simplificando 0< 14 


esta desigualdad obtenida es cierta, entonces la solución de la inecuación dada , es el 


conjunto de todos los nümeros reales (x e R). 


5x — 4(х + 5) < x — 24 
Solución 


En forma análoga a los ejemplos anteriores en un sólo miembro ponemos las incógnitas y 
en el otro miembro los números: 5x —4x —x < -24 + 20 simplificando 0 < - 4 


Como la desigualdad obtenida no es correcta, entonces no hay ningún valor de x, que 
verifique que la inecuación dada. Por lo tanto la solución es el vacío (4). 


2S5—3x<1l 
Solución 


Aplicando la propiedad de transitividad: asb«c © asbnab<c 


Sistema de Numeros Reales 33 


2€5—3x«11 <> 255-3x ^ 5—3x<1l 


€» 3x€5—2^ 5-11<3x 


La solución es: x є <-2,1] 








donde a,b,c e R, siendo a + 0, la solución de estas inecuaciones, se obtiene mediante las 
propiedades de los números reales ó también por medio de la naturaleza de las raices del 


trinomio ax? +bx+c=0. 
a) CARÁCTER DE LAS RAICES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO. 
Consideremos el trinomio de segundo grado 


... (1) 





al analizar el valor numérico de la ecuación (1) dando valores reales a x se presentan 
tres casos: 


1° Caso.- Si A=b*—4ac>0, entonces hay dos valores diferentes z, <r, que 
anulan el trinomio ах? +bx+c=0. 


Es decir: a(x- Mx—r,)=0, si se hace variar x a lo largo de la recta real resulta: 


i) Cuando x toma valores menores que у, los factores (х-л) y (x—r,) son 
negativos, luego el trinomio ах? +bx+c, tiene el mismo signo del coeficiente 
dea”. 

ii) Cuando x toma valores intermedio entre № y ғ; entonces el factor (x ^7) es 


ositivo y el factor (x —7,) es negativo, luego el trinomio ах? 4 bx *c , tiene 
p y 2 


signo opuesto del coeficiente de “a”. 
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NOTA. Si ax? +bx+c=0 entonces x= 


b) 
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iii) Cuando x toma valores mayores que r,, entonces los factores (х- п), 


(x—r,) son positivos, luego el trinomio ах” +bx+c, tiene el mismo signo 


del coeficiente de “a”. 


4 3 
2° Caso.- Si A-b^-4ac-0, entonces hay un solo valor real 7j =r, = ғ, que 
o O 2 Got 
anulan el trinomio ах” +bx+c, luego como (х- ғ)? es positivo, el 


: š è 2 : ^ ^ 
signo del trinomio ax” +bx+c es el mismo del coeficiente de “a”. 


2 ? 5 
3° Caso.- Si  A=b*-—4ac<0, entonces se tiene dos valores no reales 
и = ` MES . ] ] » 5 1) š 
-~ n =a+pßi y r, =a- Ві que anulan el іппото ах? +bx+c, y рага 


, . . . J . . . 
. cualquier valor de x, el trinomio: ах” +bx+u tiene el mismo signo del 


coeficiente de “a”. 


—b zb — 4ac 
2a 


RESOLUCION DE UNA INECUACION DE SEGUNDO GRADO.- 


Para resolver una inecuación cuadrática de las formas ах -фх-с»0 ó 
ax? +bx+c<0, donde a,b,c є R, a z 0, por medio de la naturaleza de las raices 


primero se resuelve la ecuación ax? +bx+«=0, y de acuerdo a la naturaleza de las 


raices se presenta tres casos: 


1° Caso. Si la ecuación ax?-4bx«c-0, tiene dos raices reales diferentes 


n «rn. 
+ ” - + 


eO EES 


i) Sila inecuación es de la forma ax? + bxc > 0 , con a> 0, la solución es todos 


los valores de x que pertenecen al intervalo < ~œ, > U «n.o». 


i) Sila inecuación es de la forma ax? +bx+c<0 con а > 0, la solución es todos 


lo valores de x que pertenece al intervalo < л, >. 
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29 Caso. Sila ecuación ах? +bx+c=0 , tiene una raíz real única r, =r, =r. 


+ M + 
r 


i) Si la inecuación es de la forma: ax? +bx+c > 0 , con a> 0. 
La solución es todos los valores de x + г, es decir: х e <-0,r> U «го» 
ii) Sila inecuación es de la forma: ах? +bx+c<0,cona>0. 
No se verifica para ningún valor real de x. 
3° Caso. Sila ecuación ax? +bx+c=0, tiene dos raices no reales. 
i) Sila inecuación es de la forma: ax? +bx+c > 0, con a > 0. 
La solución es todos los valores reales de x. 


ii) Sila inecuación es de la forma: ax? 4 bx ^c < 0 , con a > 0. 


No se verifica para ningun valor real de x. 


RESUMIENDO EN EL SIGUIENTE CUADRO. 









Raíces de la Ecuación 








Forma de la Inecuación 






, Conjunto Solución 
ах +bx+c = 0 








Raíces diferentes 












ах? +bx+c>0,a>0 « coo p > U <<, do 






n <P) 


Raiz Real Unica r 








Raices no reales 


Raices diferentes 










n < Р; 





Р 
ax“ +bx+c<0, а> 0 
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Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones. 


ZI pub 
Solución 


Resolveremos la inecuación usando propiedades de los nümeros reales: 





2х? -x-10» 0. (x + 2)(2x — 5)> 0 
(x*2)2x—5)»0 © (х+2> 0 A 2x-5>0)v (х+2<0 л 2х 5 < 0) 


> (x>-2nx>5/2) v (x<-2 A x < 5/2) 


O—— PF — Ë Y + ———2P 
O AA) 
S—Ó— QUAN V MO O» 
2 E 2 5 
2 2 


x 5 
La solución es: xe < —so,—2 > U < " +00 > 


Otra forma de resolver esta inecuación, es por la naturaleza de sus raíces de la ecuación 


2x? —x-10=0., de donde r, =-2, r, =>. luego r, <r, y como 2x? —x-10>0, 


de acuerdo al cuadro la solución es: 4 ) + 


-2 


5 $ 
x <A .хДьнюэ 2 


x^ +8x-65<0 
Solución 


Usando propiedades de los números reales. 





completando cuadrados еп x? + 8x — 65 < 0, se tiene: 
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х? +8x+16<65+16 => (x44) «81, aplicando la propiedad 
(x +4)? «81 c -481 «x «4 < 4/81 
© -9<x+4<9 «c -13<x<5 


La solución es x e «-13,5» 


Ahora resolveremos la inecuación por medio de la naturaleza de las raices de 


х? - 8x —65 = 0, еѕ decir: (x + 13)(x—5) 20 dedonde n =-13, r,=5 


SÉ 


de acuerdo al cuadro es: x e <-13,5> 13 5 


(3) х? +20х+100> 0 
Solución 


Mediante propiedad de los números reales se tiene: 


х? +20x+100>0 = (x+10)? >0 entonces: 
V x € R; x%-10, (х+10)? > 0, por lo tanto la solución es; x e R — (-10) 


Ahora veremos de acuerdo a la naturaleza de las raíces: х? +20x +100 = 0— r = -10, 


multiplicidad 2, y сото х? 4 20x +100 > 0 , de acuerdo al cuadro de solución es: 


x e R- (-10j 


Solución 


Aplicando la propiedad de los números reales: V x є R, х? > 0 


luego x? ET => + <0 pero (+ > 0, entonces no existe 


ningún valor real para x que verifique a la inecuación, es decir: ф. 
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| ^ 03 
Ahora resolvemos mediante la naturaleza de las raíces de la ecuación x^ + 28 + ТТ =D, 


de donde ян de multiplicidad dos, pero se tiene que x? Tm 0 y de 


acuerdo al cuadro la solución es: ф. 





donde ao,a,.....a, son constantes y a, +0, neZ' 


a) RESOLUCION DE UNA INECUACION POLINOMICAS.- 


Una inecuación polinómicas de la forma P(x) > 0 ó P(x) < 0, se resuelve de acuerdo 
a la naturaleza de sus raíces de la ecuación polinómica P(x) = 0, en una forma 


sencilla y rápida, considerando a, > 0. 


Para esto hallaremos primero las raices del polinomio 
Р(х)-а,х" +...+4,x+4, =0, y como éste polinomio es de grado n entonces tiene 


n raices, lo cual pueden ser reales diferentes, reales de multiplicidad y no reales. 


1° Caso.- Cuando las raíces de la ecuación polinómica p(x) = 0, son reales 


diferentes. Es decir: д €&r, <...<7, 4 < r, 


a) En los intervalos consecutivos determinados por las raices del polinomio 
Р(х) = 0, se alternan los signos “+” y '—' reemplazando por asignar el signo 


(+) al intervalo <r, ,00 >. 


EME V RR 


20000 In-3 In-2 In-i In 
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b) Si la inecuación polinómica es de la forma: Р(х) =а,х" +..+4,x+4, 20. 
a, > 0; al conjunto solución será la unión de los intervalos а los cuales se le 


ha asignado el signo “+”, 


c) Si la inecuación polinómica es de la forma: Р(х) 2 a,x" *...*a,x *ag «0, 
a, > 0; el conjunto solución, será la unión de los intervalos a los cuales se le 


ha asignado el signo “-", 


NOTA.- Explicar el método de Ruffini 


Ejemplo: Resolver las inecuaciones siguientes: 


х?* +3х* —5х? 15x! +4х+12 >0 


Solución 


Expresamos el 1° miembro de la inecuación en forma factorizada 


(x + 3)(х + 2)(х — DA + 1)(x—2) = 0 


] 3 -5 
l 4 
] 4 -] 
2 12 
l 6 11 
4 5 
] 5 6 
E, -6 
1 3 
-3 


-15 4 12 l 
-1 -16 

-16 -12 2 
22 

6 

-6 


-2 


-3 


' 
кә 
i 
ә 


12 
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Luego las raíces son: h 5-3, ry =—2, а=, 21.722 
EXENTOS 
-3 -2 -1 1 2 
Como P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+). 


Es decir: x є <-3,-2> U<-1,1> U «2,4» 


Q) 2x? -3x? —-11x+6<0 
Solución 


" .Ф Э 
Hallaremos las raíces de la ecuación 2x? -3x? -11x 46-20 





Luego las raices del polinomio son: 5» =-2, n = 
> + - + 
-2 1/2 3 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (-). Es decir: X€ <-%,-2> (/ < E" » 


2? Caso. Si algunas de las raices del polinomio P(x) = 0 son reales de 
multiplicidad de orden mayor que 1 se tiene: 
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a) Cuando el orden de la multiplicidad de una de las raíces del polinomio Р(х) = 0 
es par, en este caso a la raiz no se considera para la determinación de los 
intervalos y para dar la solución se sigue el mismo proceso del 1° caso. 


b) Cuando el orden de la multiplicidad de una de las raices del polinomio 
P(x) = 0, es impar, en este caso a la raíz se considera para la determinación de 
los intervalos y para dar la solución se sigue el mismo proceso del 1* caso. 


Ejemplo.- Resolver las inecuaciones siguientes. 


(D (x-1) (x+2X{x+4)>0 





Solución 
Resolviendo la ecuación (х-1) (x * 2)(x * 4) =0, de donde n--4. r,--2. у 
^» =1, de multiplicidad 2. 
+ ү Y + 
© 1 


Como la inecuación es de la forma Р(х) > 0. la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (+), es decir: x € <-00,-4> U <-2,+00> - (1) 


(2) (2x *1)3x -2) (2x - 5) « 0 


Solución 

MA k. 3 ] 2 
Resolviendo la ecuación (2х 41)(3x - 2) (2x 5) = 0, de donde л, iE P 73 de 

ltiplicidad 3, д = ? р ч 
multiplicidad 3, Гана эў š + E + 

dlrs LS) B2 
Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 
| 1 2 

donde aparecen el signo (-). Es decir: E coop e U< 3 = > 


3” Caso.- Cuando alguna de las raices del polinomio P(x) = 0 no son reales, en 
este caso a estas raíces no se consideran en la determinación de los 
intervalos y para dar la solución se sigue el mismo procedimiento de los 


casos anteriores. 
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Ejemplo.- Resolver las siguientes inecuaciones. 
(x^ -7)x^ +1605 эү +1)<0 
Solución 


Resolviendo la ecuación: (x° — Ux +16)(х? -16)x? -1) 20, de donde 
n--4á.n =- t. h =4/7., y, 24. r =-4i. r =4i, ку =i, Р і 


= Мое Мез М e PEPA 


4 № J 4 





Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es de la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (-), es decir: x e «-4,-47 >U < 47 4 > 


(I-x4x?)2-x-x?)z0 
Solución 


Ё E 5 Э 
La inecuación la expresaremos asi: (x? * x «(x^ +x -2)50 


ahora resolviendo la ecuación (x°? + x D? +x-—2)=0 de donde m =-2, r, =1, 
f 2] + 43 I -1—-/3ї 
ку METÍ га » m4. + \ / - \ / + 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (-), es decir: x e [-2,1] 





donde P(x) y Q(x) son monomios o polinomios diferente de cero. 
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Para resolver una inecuación fraccionaria debe tenerse en cuenta que las inecuaciones: 


P(x) 0с Р(х) 
— — 5 o 
Q(x) Q(x) 


— —- < l, son equivalentes a las inecuaciones 


P(x).Q(x) > 0 о Р(х).О(х) «0 es decir: Si Q(x)z0 O (x) > 0, de donde se tiene: 


Р(х gy _„ РОО (G) 


29 0.0? P(x). 0 
OG) ОС) > 0.0 (х) = Р(х).О(х) > 


Si 


P(x) күш P(x).Q ` (x) 


0.Q2 (x P(x). «0 
QU) Q(x) <0.Q (x) = P(x).0(x) 


Si 





Ejemplo.- Resolver las inecuaciones siguientes: 


(x^ — (x + 3 Mx —2) - 
(x - (x 4 7) 
Solución 


13), —1 Mx +3 Mx —2) 


> U, es equivalente a la siguiente inecuación. 
(x—5)(x +7) 


La inecuación — 


(х? —1)(х +3)(х — 2)(х—5)(х +7) > 0, para x *-7,5 


ahora hallaremos las raíces de la ecuación (x^ —1 )(х + 3)(х—2)(х-—5)(х+7)=0. 


De donde д =-7, n =-3, A --1. r, =l, rs =2, 55 =5, que son reales diferentes. 


ANY NV - E АСЯ 








-7 -3 -1 2 5 
: | - P(x) 8. ” | 
Como la inecuación es de la forma ) > 0, la solución es la unión de los intervalos 
X 
donde aparecen el signo (+) es decir: x € <-20,-7> U <-3,-1> U «1.2» U <5,+юо> 
х-2 x-«l 
x+3 X 
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44 
Solución 


La inecuación dada se expresa en la forma, mayor que cero o menor que cero, es decir: 


ж) A ЖЕ «0, de donde: 


x-2 x-«l 
«0 
x(x +3) 


x+3 X 








-6x-3 2x4] | 
0 > 0) , que es equivalente a: 
x(x +3) 








X(X +3) 
х(2х + 1)(х + 3)x > 0, рагах + -3,0 ahora encontramos las raices de la ecuación. 


шт, R = 0 


3 


(2x + 1Mx + 3)x = 0, de donde л =-3, / 


———À ~ ~ ү——% 
ЭЛГЭЭ 
-3 -1/2 0 
Como la inecuación es de la forma: (2x + 1)(x + 3)x > 0, 


la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+). es decir: 


x € <3,7>U<0.+0> 


(5) x x—] 2x 
y: == 
x-1 X х +1 
Solución 


La inecuación dada expresaremos en la forma: | 
x— х 


x Gc Dor G- Dx - DG € 72x" (x-1) < 0, simplificando 
(х—1)х(х +1) 


20:24:11 : | = 
< 0, que es equivalente a la inecuación. 
(x —1)х(х +1) 


(2x? -x+IMMa—Dx(x+1)<0, para x = -1,0,1 
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ahora encontramos las raices de (2x? -x+ D(x—Dx(x +1) 20, de donde sus raices son: 


17i 1- 47i 
n —--l. r,-0. п =], M ЕТ. el 
— — — 
- + - + 
4 0 
P(x) 


« 0, la solución es la unión de los intervalos 





Como la inecuación es de la forma (n 
x 


donde aparecen el signo (-), es decir: x є <->,-1> U «0, 1» 





donde f(x) у р(х) son expresiones en x,a e R ` , a 1. 
Para resolver estas inecuaciones, se consideran dos casos: 


1° Caso.- Si а> 1, entonces los exponentes de la inecuación dada son desiguales en el 
mismo sentido prefijado, es decir: 





2° Caso. 51 0 <а < 1, entonces los exponentes de la inecuación dada son desiguales en 
sentido contrario al prefijado, es decir: 





Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones: 
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(1) 3365-03 c 49-55 








Solución 
45] 3(х+1) 5x«l 6x+6 
La inecuación dada es equivalente a: 3 ? <9 10 = А” 123 10 
Sx+1 6x46 
comoa =3>1 entonces < б 


50х+10<54х+54 > —44<4х = x>-1l > x e <-11,+xo> 


La solución es: x e <-11,+о0> 


-- ir-1 
O одет. MA 


8 3x1 


Solución 
La inecuación dada se puede escribir en la forma: 


(x-1Xx-2) 0.0128 (х-1Хх-2) 
(0.2) "3 x ш de donde: (02) *3 »(02)2 4 








(x+](x-2) 12 4 es (0-2) (5) доо 
Xx 8 авын 


como a = 0.2 < 1, se tiene: 


11x? -39x +14 
xem 


efectuando operaciones y simplificando tenemos: » 0, esta inecuación es 


equivalente а: (11x^ -39x+14Xx-3)>0 para xx 3. 
Ahora hallando las raíces de : (11x? —39x 414)(x 3) = 0, de donde: 


39 --/905 39 --/905 
Mee XUL SE edv A 


t + UN + 
39 — 4/905 3 39 --/905 
22 22 


=3. n 
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Como la inecuación es de la forma он > 0, la solución es la unión de los intervalos 
X 
donde aparece el signo (+) es decir: Xe < DIN iei 3>U < A (905 —+ > 





donde Р, (x),P,(x),.... P, (x) son monomios o polinomios diferentes de cero. 


Para que la solución de la inecuación sea valida debe resolverse antes la condición 
P,(x) 20,17 2,3,....n en las expresiones con una radical par, cuyo conjunto solución 


constituirá el universo o dentro del cual se resuelve la inecuación dada. Debe observarse 


que -/Р(х). quiere decir, (+./P(x)) y si se desea la raíz negativa se escribirá 


expresamente como (—./ P(x)) : es decir: 


i) v Px)20 , JP(x)>0 ii) JP(x)=0 e P(x)=0 


para resolver las inecuaciones radicales se debe tener en cuenta las siguientes 


propiedades: 


(1) 0sxsy © os4xs4dy О<х<у = 0«4/х«4/Уу 
Osx<y e 0 54/х <y 


(4) i) Sin es un entero positivo par. 


a) V Px)20 ZA 4P020 €. Р(х)20 
а») Р(х) = 0 €» Р(х) = 0 


az) Р(х) SN Ox) < 0<Р(х) <О(х) 
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ii) Si n es entero positivo impar. 


b) 2 Р(х)20 <> Р(х)20 


b,) "]P(x) «0 «=. Р(х)<0 


b) SP(x) «5/О(х) < Р(х) < О(х) 


Las propiedades b), Р, ) indican que nÍ P(x) tienen el mismo signo que P(x) si n es 


impar. 


OBSERVACION.- Cuando en una expresión existen k radicales par entonces se 


calculan los universos relativos U,,U,,....U, para cada radical 


y el universo general será U =U, NU, N.. NU, . 


Daremos algunos ejemplos de ilustración de estas propiedades, para después estudiar las 
diversas formas de inecuaciones irracionales. 


Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones 


(1) 4х-5»-2 


Solución 


Como Y/x+5>--2 es valida para todo x tal que x eU: x+5>0 > x>-5 


= U = [-5.+so>, luego el conjunto solución es (-5,+20> 


(2 AT > 0 


Solución 
Como 4x4 7 > 0 entonces el conjunto universal es x+7>0 > x>-7 > U=|[-7,+00> 
Además 4/х+7 20 = х+7>0 > x €<-7,+0>. 


Luego el conjunto solución es x є [-7,+00> A <-7,+20> ^A x є <-7,+%0> 


(3) 4Їх-25.40 
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Solución 
Сото 4x—5 < 0), el conjunto universales x-5>0 => x25 = U-[5,*o» y como 


0&-/х—-5 &0‹›-/х-5 =0 > x-520— x=50€U, luego el conjunto solución es {5}. 
(4) 4х-8-0 


Como 4/x-8 «0 es absurdo entonces la solución es ф. 


(5) Jx+9 20 


Como 4/х-4920 es verdadero V x e U: x+92>0 es decir U = [-9.+oo>, luego el 


Solución 


Solución 


conjunto solución es x € [-9,+20>. 
(6) 48-2х < 413 
Solución 


El conjunto universal es 8—2x 20 = х<4 de donde U = «-»44]. 


— 5 
48-2х eu €» 8-2x<13 > х2-— de donde хє[-2,кю>. Luego el 


5 
conjunto solución es: U a , 490 >= Гэж 4] 


(7) 4х-3-444-х»-3 


Solución 
Calculando los universos relativos. 
U: x+320 > x2-3 > x € [-3,+t0> 
U,: 4-x20 > x<4 = x €<-0,4) 
U =U, NU, =[-3,+0 > A < —o,4] =[-3,4] 
como la suma de dos positivos es siempre mayor que un negativo. 


4х-3-44-х»-3 es valido V x e U= [-3.4]. 


50 
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4x-7 >3 
Solución 
Sea U: x-720 => x27 > x e€ [7.+>> 


4х-7-3 © x—7>9 — x»16 > хє <16,+%0> 


el conjunto solución es x e U nm <16.+xo> = «16,4» 


QS sel) 
Solución 


-4х-5»0 «e -/х-5 <0 el conjunto solución es ф. 


e es 
Solución 


Calculando los universos relativos. 
U: x?=x-1220 > (x-4)x*3)20 + N/ OM + 
= 4 


U, =<-0,-3] О [4.+> > 








Су: х -6х+520 > (x-$Mx-1)20 + N/ - N/ d 
1 5 
U, =< —.1] О [5,40 > 
U =U, AU, = < —o—3] U [5,+0 > 
үх? - x -12 «Ax? -6x45 €» хї-х-12845-6х-5 
17 | 
de donde 5x<17 = саг =s reco 
l m L7 
Luego el conjunto solución es: xeU A < x = <, 00,3] 


e- 


х? ELA -13х-412) _ 0 
(x xy ix +8x* + 4x — 48) B 
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Solución 
Фе, Р š E 3 : ы 
Сото Ax? -4 tiene el mismo signo que х? —4 y (х + 4)? tiene el mismo Signo 
que x * 4 entonces la inecuación dada es equivalente. 








392 tc oi 1 WP w ir 
М2 -4(х-2) (х 18х:412) гү... EA 138912)... 


(+4) (x? ea + 4x —48) (x +4)(x° + Ñx + 4x — 48) 
Como VxeR, (х-2)” 20 entonces 


(х? ER -13х-12) C z (х? -4Хх” —13х +12) 
(x + Ax? 4 8x* + 4x 48) ч (x + 4)(х? +8x* + 4x —48) И 





(х200х -2)(x- 1 + x 12) 


20, para x+2,-4 
(x + 4)(x — 2)(x + 6)(x + 4) 


(х+ 2)(х—1)(х + 4)(х -3) 


20, рага х=2,-4 
(x +6) 


Luego el conjunto solución es: x € <-6,-4] U [-2.1] U [3,+00> 
(8) Уха7(х4 2)! +3 Nx? —7x +12 Y10-x 4 
(x +9(x-8) (x? —27)(х* —14х + 48) 
Solución 
Los radicales pares nos da el universo U. 10—x 20 A x+9>0 > xs10A x>-9 
x e <-9.10] > U=<-9.10] 
(no se incluye el —9 por que anula al denominador) 


como los radicales pares son positivos la inecuación es equivalente a: 
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Mx-7Q 2)! a+ 3x0? -7x +12 410- x w STT +3? -7x412 a 


Sx +9(x—8) (x? -27) x? —14x + 48) (0-8) Gre -14x+48) ` 


como los radicales impares tienen el mismo signo que las cantidades subradicales 
entonces: 


(x + 7)(х +2) (+3 M0? —7х +12) 


: : SO, como para todox eR (х+2)* 20 
(2-8) (x —3)(X””+3x+9)(x—6)(x—8) 


(х+7)(х+3)(х- 3)(x — 4) 
(x-8) (x —3)(x - 6)(x — 8) 


(х+7)(х +3)0х-4) y PM её + + 


х-40 mm 3,8 -7 -3 4 6 


<0, рагах + 3, š simplificando tenemos 





х € [-7,-3]U[4,6> luego el conjunto solución es: хє U m ([-7,-3] U [4,6>) 
x € [-7.-3] U [4,6> 


ahora veremos como resolver diversas formas de la inecuación con radicales aplicando 
criterios de acuerdo a cada tipo de inecuación irracional. 


1° Рага las inecuaciones irracionales de las formas: 


a) Р(х) > O(x). La solución se obtiene así: 
JPG) > О(х) < (Р(х) 2 0 A [Q(x) s 0 V (P(x) 2 0 A Р(х) > Q^ (x) 
b) y Р(х) 2 Q(x); la solución se obtiene asi: 


JP(x) > Q(x) > [P(x) 2 0 A (Q(x) x0 V [P(x) 20 A P(x) 2 Q? (x)])] 
2° Рага las inecuaciones irracionales de las formas: 


a)  4P(x) < Q(x); la solución se obtiene así: 


PO) < О(х) © [(Р(х)>0 A (О(х) 50 A P(x)< Q2(x))) 
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3" 


4° 


b) 4/Р(х) «О(х): la solución se obtiene así: » 


4ЇР(х) «О(х) © Р(х)20 A [0(x)>0 A Р(х) < Q? (x)] 
Para las inecuaciones irracionales de la forma: 


a) -/Р(х) +.[0(x) > 0; La solución se obtiene así: 
[Р(х) -4/0(х) > 0 => P(9>0 A Q(x)> 0 
b) PO) -- 4 О(х) 20: La solución se obtiene asi: 


Р(х) tA Q(x) 20 > P(x)20 A Q(x)20 
Para la inecuación irracional de la forma: 


Р(х) - AQ) 2K,K»0; La solución se obtiene asi: 


Р(х) -4/0(х) 2 K => [(P(x)20 A Q(x)20) A P(x)>(k-.Q(x)) ] 
Para las inecuaciones irracionales de la forma: 


JPG) 4 Q(x) <0; La solución se obtiene así: 


4 P) + Q(x) «0 > P(x)=0 A Q(x) =0 


OBSERVACION.- 


Consideremos otros casos más generales. 


1° Caso.- Sines impar positivo mayor que uno. 


P(x)*|O(x) тээ: O 


R(x) R(x) 


P(x) P(x) 
— sl e — 
ROJO) R(x)Q(x) 
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c) 
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PG) < О(х) => Ps QU) 


2° Caso.- Si п es par positivo 


а) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


Ч Р(х)0(х)20 < Р(х) 20 A О(х)>0 


JP(x)O(x) 50 €» Р(х) 0 A О(х)<0 


-450) хө Q5 ЛЭЭ. 
О(х)Ё(х) КОО 
Pix) 0 €» О(х)> A 219) гар 


"JO(G) (х) R(x) 


Р(х) > Q(x) 2 (P(x) 20 A [0(х) <0 V (P(x) 20 A Q(x)2 0 A Р(х) > Q" (x))] 


2P(x) < О(х) < Р(х)20 A [QG0 2 0) A Р(х) < Q" (x)] 


Ejemplo.- Resolver las siguientes inecuaciones 


ECT 


Solución 


Jx? -14x 4132 x -3 > x? -14х+1320 A [x 3&0 V 


(x? -14x 4132 0 A x? -14x 4132 (x —3)2)] 


€» x'-14x 41320 A [x 3 V (x? -14x 41320 A xs] 
€ x'-14x 41320 A [x S3 v xe« —o]] U (13,9 > A x«i] 


€ x -l4Ax*1320 A [x «3 V TE 


o х2 -14х+1320 Л 153 
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@ 


€» (x-13(x-1)>20 Л х<3 


€» x € <-0,]1] U [13,+oo> A x<3 ^ x € <-%,1] 


Ax? -14х+13 <х+1 
Solución 





Aplicando la parte b) del 1? caso: 
Jx? -14x +13 <x+1— (x° -14x 41320 A [x+1>0) A (х? -14x 413 < (x 41)? ]) 


€ ((x-13(x-1) 20 A[x » -D A ((x-13)x-1) < (x +1)?]) 


€» ((x-13(x-1) 20 A [x » -1 A хэлд 
3 
< хє <-1.1] U [13,+>o> Л хал! 
3 

<> xe «4 U[13,+00> 

pas Ex | 

+ > 0 
r—] x+3 


Aplicando la parte b), del 3° caso: P(x)+-/Q(x)20 => P(x)20 A Q(x)>0 








Solución 











Pt e PEA 077.9 
x-l  (х-3 x-1 x43 





€» (x—4)x—1)20, x21 A (5—-x)(x-*3)20.x +3 
€ (x—-4)x-1)20,xx1 A (x—5)x*3)s0, x e-3 


о vat +. +V -V+ 
2 5 


1 4 -3 
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x € <-20,1> U[4.x» A x e <-3,5] 


—— L) q 
ex / i [11111 
-3 1 4 5 


La solución es: x e <-3,1> U [4,5] 


OBSERVACION.- Sin es un numero positivo impar, entonces: 


(D Р(х) «3/Q(x) © P(x) < Q(x) (2) Р(х) «З|О(х) < Р(х) < О(х) 
(з) Peya > Род200) (9) PG) > ОО) © P@)> Ой) 
5 


— ® @ 
Vx 1 x +5 


Ejemplo.- Resolver la inecuación 





Solución 


El conjunto de referencia o conjunto universal se obtiene del radical par y diferente de 
cero: x?-—1>0, dé donde х? >1 => x>1l v x<-1 л x € <o,-1> u <1,+so> 
luego el radical par resulta positivo y puede simplificar quedando la inecuación 
/з-х 
\/х +5 


3—. Х- + - + 
ЭЭР ҮҮЛЭХ УЛ Эн. е ЭЕ лан 
x+5 5 


Jet -5 3 


> 0, que de acuerdo a las observaciones, las expresiones del subradical tiene el 











x є <-5,3> 
Luego la solución de la inecuación es: X € <-5.3> A (<-0,-1>u <1.+00>) 
. x € <-5,-1> U <1.3> 


2629 (х3 +8x2 + Ax — 48) y 


Ejemplo.- Resolver la inecuación -a 
(х+4) (x —13х+12) 
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Solución 


. А . . P . ` ` 
De acuerdo a las observaciones indicadas se tiene que Ae —9 tiene el mismo signo que 


х? —9 y que (x - 4)? tiene el mismo signo que x + 4, por lo tanto la inecuación dada 


resulta equivalente a la inecuación: 


(х? —9)(x` +Ñx` + 4x ~ 48) 


- 20 factorizando el numerador y el denominador 
(x+4 Nx" -13x 4-12) 


(x+3j3)(x—3j3)(x - 2)(x + 6)(x +4) TEN (x+ 3)(x —2 Mx + 6)(x +4) 
(х + 4)(х —1)(х + 4)(x —3) (x 4 4). (x-1) 


-» ЭХ, 


(x + 3(x -2)(x + 6)(x 4 4) 50 


х-1 





х U [-6.-4] o [-3,1> U [2,+0> - (3) 


OBSERVACION.- Sin es un numero positivo par, entonces: 


(D |Р(х) s 3|Q(x) => 0 < P(x) < Q(x) О) Р(х) < )О(х) < 0 <Р(х)< Q(x) 





; /32—2x | г 
Ejemplo.- | > үх 
Y х+2 





Aplicando la observación a) se tiene: 














Ix 39 —2x 
x ska e 0<х< 
Y x42 х+2 
! 32-2x 
D xX20 A x< 
x42 
32-2х 
< x20 A x- «0 
| x2 


2 
^ sud vus 32 
X X 32 2 


= X& A < 
х-2 
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> жай л MBE уту у+_ 


х-2 


€» x20n ХЄХ«-х, 8|17«-2,4| 5” [0,4 | 





(1) Resolver la inecuación cuadrática: —4x* 44x 43» 0 
La inecuación dada expresaremos en la forma: 4x? —4x—3 < 0 
factorizando (2x + 1)(2х — 3) < 0, aplicando la propiedad de números reales: 


(2x *1)2x—3)«0 © Qx+1>0A 2x-3<0) V (2x *1«0 A 2x-3>0) 


e би A re V nmm A AN 4 
2 2 2 2 
(a 
аай Ro aa 46 аса @) 1 AE 
— — V oo — + 
-1/2 3/2 1/2 3/2 
m l 3 
La solución es: x € <-—,—> 
2 4 


Ahora resolvemos mediante la naturaleza de las raíces la ecuación 4x? -4x-3=0 , de 
l 3 — AM S NE s . s. 
donde ГА 3" Fa 3 + NZ 2 MV + 


172 3/2 





w зайг Э D E 
Como la inecuación es de la forma 4x* —4x-3<0. la solución es la unión de los 


"HRKRRRHRHA 
fitus 






intervalos donde aparece el signo (-). es decir: | x &«: 


(2) хэ нях" -12Х7-х"-95с-1250 
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Solución 


: : " , or 5 
Aplicaremos el criterio de las raíces de la ecuación: x^ + 8x^ «12x? —x? -8x-12=0 





1 


. j , 
La ecuación que queda es: х" +х+1= 0, cuyas raíces son: 


„аЬ, Luego las raices reales son: 4 2-6, 5 =-2, n =1 
DOM + NY - V + 
я -2 1 





(3) 12х*-56х° +89x" -S6x+12<0 


Solución 


Encontrando las raices de la ecuación 


12x^ —56x? +8952 —56x -12— 0 dividiendo entre x? 





> 5 2 : 
12x? -56x«89-29, 14 „0 = 12(x?+L)-56(x+2)+89=0 2.13) 
Х Эр" y. X 
| 162 41 Az! 2 
Sea 2-14- > zUmy 4—42 = x"Uà—-z"-2 


A же Х 
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Reemplazando en la ecuación (1) se tiene: 
2 


12(:72-2)-56:489-0. entonces: 122^ —562465-0 => (6:-13)2:-5)-0 


13 5 
de donde -=—. 253 
3 2 
para 2=— > х+—=— => 6x" -1314+6=0, de donde 5 ==. n =-— 
Х Du ç$ S 
5 Жж. ; | 
рага 22— = х+—=— => 2х7 -5X+2=0, de donde 7 ==, r,-2 
2 x 2 5 UE 


ordenando las raices en la recta numérica 
¿NY „М. M Ü NY + 
1/2 2/3 3/2 2 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (-), es decir: 





x(2x + 1)(х — 2)(2x — 3) > 63 
Solución 


Hallaremos las raices de la ecuación: 
х(2х + 1)(x — 2) Qx — 3) — 63 = 0, entonces x(2x — 3)(2х + 1(x-—2)-63 = 0 


(2x^ -31)Qx? -3x-2)-63=0 


Sea 2=2x%-3x => z(z-2)-63-0 


2 


2? -2:-63=0 => (:-90(:+7) = 0, de donde 2= 9, z=-7, entonces: 


› 3 
Para z29 = 9=2x*-3x => 2х7-3х-9-0, de donde: 5 LL у =3 
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Рага 2=-7 => -7-2х57-3х => 2x! -3x+7=0, de donde: EL 
+ - + 
-3/2 3 


Como la inecuación es de la forma P(x) > 0. la solución es la unión de los intervalos 


e. F. 





donde aparecen el signo (+), es decir: 


Gu el а ud 


1-х 2-х 
Solución 


La inecuación dada se escribe en la forma: 


X х-3 e x(2 - x) -(x - 3)00 - x) 





— «0 < 0, simplificando 
1-х 2-x (1— x)(2 — x) 

E хэ. 
BN | a0. _H ан 20, entonces la inecuación 
(1—x)(2 - x) (x ЈО) 

2x —3 


— F (), es equivalente a la inecuación 
(x Bx 2) 


(2x -3(x —1)(x -2) 20 para x = 1,2 encontrando las raices de la ecuación 


(2x – 3)(х - 1)(x -2) = 0, se tiene: n zl, у= 


2 ev T c 


1 3/2 2 


^ -2 


N | us 


P(x M 52 Ь 
(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 





como la inecuación es de la forma n 
X 


donde aparecen el signo (+), es decir: 
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x-2 x+] 
< — 
x+3 X 





Solución 


La inecuación dada se escribe en la forma: 


1552 a hie qii ii cds 














x43 r x x(x +3) 
—6x -3 2х +1 . = . 

< > 0, entonces la inecuación > 0 es equivalente a la 
x(x +3) x(x +3) +3) 


inecuación (2x + l)x(x + 3) > 0, para x = -3,0, ahora encontraremos las raices de la 


- l 
ecuación: (2х + 1)(х + 3)x = 0, de donde л =-3, ғ, es Me -0. 





е Ч. М-М + 


-3 -1/2 0 





Solución 
2-5, —2)(x- ; ; 
Ай. ш > e m D 20, esta inecuación es equivalente a: 
x*——x-—492 (x+ TY(x — 6) 


(x—2)(x—3)(x + 7)(x — 6) > 0 para x z -7.6, ahora encontraremos las raices de la ecuación. 


(x — 2)(x —3)(x + 7(x—6)2 0, donde л =-7, r,=2, r4 =3. r, =6. 


Зай Ч. NT 


-Z 2 3 6 
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» P 
Como la ecuación es de la forma 


donde aparecen el signo (+), es decir: 





Em 2 > e 
(8) X +x*+22x ДЭ” 
х(х-7) 
Solución 


La inecuación dada escribiremos en la forma: 


12:22 b 29 » 
x —x* —22x« 40 "T (x - 2)(x - AYKx + 5) i 
x(x +7) x(x+7) 


(x—2)(x —4)(х + 5) 


< 0, es equivalente a: 
x(x +7) 


La mecuación 


(x —2)(x —4)(x + 5)x(x + 7) < 0. para x z-7,0 
ahora encontramos las raices de la ecuación 
(x — 2)(x —4)(х + 5)x(x + 7) = 0 de donde: л, 2-7, г =-5, n =0, r,-2, r,=4 


ce Ago & М NZ oe NZ ж NÉ š 


-7 -5 0 2 4 





FS - - 
20 < 0, la solución es la unión de los intervalos 





Como la inecuación es de la forma 
X 





donde aparecen el signo (-), es decir: 


O) + 24-4х — 


> Ps 
X^ -2x-15 
Solución 
2 t 
| = m. x^ —6x «49 (x-3) 
La inecuación dada escribiremos en la forma: ------» & —————— 


Т 26313 (x - 5)(x +3) 
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pero (х-3) > 0. x + 3, entonces: х kana, с» ХҮРНЭ ТҮНЭР” para x # 3 
(x —5yYx + 3) (x—5Mx +3) 


1 
— >. xz-3,5 © (x—5)Xx+3)>0. a xw -3. 5. 
(х—5)(х +3) | X par 


ahora encontraremos las raices de (x — 5Xx + 3) = 0, de donde д =-3, n =5. 


. т y P(x) үт — . 
Como la mecuación es de la forma у > 6, la solución es la unión de los intervalos 
X 





donde aparecen el signo (+), es decir: 


35 з 


2x41 








Solución 


A la inecuacion dada escribiremos en la forma: 














- j = Э 
ЭРЭЭ 120 c 251520 со» 374.9 
2х-1 2x +1 2x+1 
NUES ы (3x—2X2x + 1) =2 0. para "1 
2x4] 


ahora encontramos las raices de: (3x —2) x + 1) = 0, donde r, = 


+ 
-1/2 2/3 


c 


Como la inecuación es de la forma Lo 





20, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (+), es decir: 
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O (2x? - 8x +8)(х +3) = 


x+6 
Solución 


2 2 
(2x -8x*8)x +3) g 22 2(x-2) (х +3) 


20, (x-2)? z0, VxeR 
x+6 x+6 


x+3 
+6 





20 © (х+3)(х + 6)2 0, рага x%-6 


Luego las raices de (x + 3)(х + 6) = 0 son д 2-6, r, =-3 


sus PI ANT 
-6 


-3 











Como la inecuación es de la forma p 0, la solución es la unión de los intervalos 
(х 


donde aparecen el signo (+), es decir: 





© don E о 


(3—x)(2-x) 
Solución 
(1-x-x^)2-x-x^) a+ x - Dx? + x-2) 
BDO – x) AP) 


(x? +. Dis" tx-2) 


(x —3)(х—2) 20« (x^ +х—1)(х* *x-2)x-3)x-2)20, para x «2,3 


ahora encontramos las raices de: (x? Asien D) е 2)(x—3)(x -2) = 0, dé donde 


E ac cis 
1o." S8 
-2 1-45 -1«45 1 - 3 

2 2 


n=-2, p = 





y F a=], =2 , v, =3 
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P(x) 





Como la inecuación es de la forma > 0. la solución es la unión de los intervalos 


(x) 


donde aparecen el signo (+), es decir: 











Solución 


V x eR, x^«1»0, х +2> 0, entonces la inecuación dada se puede escribir en la 
forma: (x` -5üa^ 38) «(x ЗГ +1), efectuando operaciones y simplificando se 


tiene: x*(x+1)<0, luego encontrando las raíces de 


x*(x+1)=0 setiene r, 2-1, r, =0, multiplicidad 4. 


punto critico de 
multiplicidad par. 


Como la inecuación es de la forma p(x) « 0, la solución es: 





(х? -2x +4 Mx 1) b 
(2x * D(x + 4) 
Solución 


(х? —2x + 4)(х – 1) 


< 0, es equivalente а: 
(2x +1)(х+ 4) 


La inecuación 


(x? —-2x* AY (x-D(2x *lD(x*4) «0, para xz-4, - 


ahora encontramos las raices de la ecuación. 


(x^ -2x + Ax - 2x +1)(х + 4) 20, de donde. 
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——————————————————M—MM———————————— 





n --—4. r, =- n =l, r, -14 43i, rs -1-431 
- + - - 
-4 -1/2 1 
= P(x) g "" I 
Como la inecuación es de la forma OG) « 0, la solución es la unión de los intervalos 
x 


donde aparece el signo (-), es decir: 

















Solución 
x+% xl x*5 x-—1 
-S < — ——— < 0 , efectuando operaciones se tiene: 
x-6 x-3 x-6 x-3 
3х-7 


— <0 > (3х – 7)(х – 6)(x— 3) < 0, x =3,6 
(x —6)(x —3) | 4 > | 


ahora encontramos las raices de la ecuación 


d 


(3x — 7x —6)(x —3)= 0, de donde л ==. y-3.r 


DICE М AUT 


UR 3 








, P(x 
Como la inecuación es de la forma ) 





< 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (-). es decir: 





- ^Y (y T 
(x-3)(x - 2) (x +1)(х 4) 0 


x(x + 2)x^ —3)(х +3) 
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2 . e, . 
(х-2) >0, раа x + -2, la inecuación dada es equivalente. 


(x —3)(х + DO + 4) 


—— To 0, la cual es equivalente a: 
(х + 2)х(х + 3)(x - 43)(x 43) 


(x 3x + D(x — xix 3 A 3)x A3) 2) 0 x0,-3, 2, 43 , - 43 


ahora encontramos las raíces de la ecuación, 
(x + 2)!(x -3)(x + D(x-4)x(x + 3(x + [3З )(х САВ) -0, de donde 


n2-3,.nms-2.n 5-3, n --l,n-0,rn-43, n =3, n -4 


A - V +V - V +V - XV + V - N +, 
ar A 18 '4 


-1 0 


! - Р(х 
Como la inecuación es de la forma (3) 





> 0, la solución es la unión de los intervalos 


Q(x) 


donde aparecen el signo (+), es decir: 











Solución 


2) 
Х-2 Х Х-2 a 








« 0, de donde 





х+2 х1-2 


Ax? 2:-8 


(x42) + 2) 


2 2 . a . or 
VxeR, 2х7 -х+2>0 y x" *2» 0, entonces se simplifica la inecuación 


х+2 х2 +2 


? 
2х7 -х+2 


(x+2)(x ° +2) 





> () 
х-2 
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09) 

















Luego >0 от x+2>0, рага x%-2. La solución es: 
x+ 
x+4 х 
оз ss +HƏsSsÑu 
x—-7 x+l 
Solución 
ХА E AS sonda 
x-7 x+] x-7 x+l 
НЬ Ч” €» (3х + 1)(х—7)(х+1)>0, para x + -1,7 
(х—7)(х+1) 


ahora encontramos las raíces de la ecuación (3x + 1)(x — 7)(х + 1) = 0, de donde 


‚ F = 7 Р + р + 
-3 -1/3 7 
P(x) 


Q(x) 
donde aparecen los intervalos donde aparece el signo (+), es decir: 





Como la solución es de la forma > 0, la solución es la unión de los intervalos 





2x7 -6х+3 - 


p^ ad 
Solución 
а s. 2 _ 
ira PX. = 2x érti 15.0, de donde 
x^ —5x44 £ т. 
£ wed 


NC pe = (x!-x-D(x!-5x-4)»0 para xs 1,4; 
X" —5X+ 


ahora hallaremos las raíces de la ecuación. 


1.13 145 


(х? -x- D —5х +4) 0, de donde л = . ry =1, n 
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3 ) 


P(x) 


Como la inecuación es de la forma > 0, la solución es la unión de los intervalos 





X 


donde aparecen el signo (+), es decir: 





o) 2-1 x x+] 
< < 


x+4 х-4 х-4 









































Solución 
2х-1 X x+1 f X X x+] 

do ~ < < ASES К 
x+4 х-4 x+4 x+4 х-4 x+4 х-4 
2x –] д ) xl rel 
5 = <0 A E М. 0, de donde : <0 A > 0, estas 
x+4 x+4 х-4 х-4 х-4 x+4 


ecuaciones son equivalentes a: 


(x—1)(x*4)«0 A x * 42 0, рага х + -4 ahora encontraron las raices de las 


ecuaciones, (x – 2)(х + 4) = 0 A х+4= 0, de donde л 2-4. r,=1 A n, 2-4 


MC Nn ex 


1 -4 





de acuerdo a la forma de la inecuación la solución es: x e <4,1> A x є [-4,+0> 





(1) AW yc 5:5 


Solución 


Aplicando la propiedad: 4/Р(х) < Q(x) => (Р(х)>0 A [Q(x)2 0) A (Р(х) < Q` (х) 


4x? -х-2Ч5-х e (x!'-—2$90A[D-sge0AR -:52«(5—3'» 
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a 


Sw хха 0 A.[5 ех Аа” 2 < BER 
€ (x-2Mx+1)20 A (x S5 A x«3) 


E a —— 


E a 25 


x € <->,-]] U [2.5] A x e <-0,3> 





La solución es: 





| 3х-4 I 2x-2 
4) z 


(0.8) + > (0.64) 


Solución 


3x- 4 4x-4 


La inecuación dada es equivalente a: ( 0.8) 16 >(0.8) % 


сото а = 0.8 < 1, entonces los exponentes son desiguales en sentido contrario, es decir: 








х-4 4x-4 эрсийн 
: | 5 Ета Ed , efectuando y simplificando. 
3x-4 х-1 12 Р 
«—— => х< —, la solución es: 
8 5 7 





424-2x-x? «x 
Solución 


Aplicando la propiedad siguiente: 


Р(х) <Q(x) > (Р(х)>0 A [О(х) 2 A Р(х) < Q? (x)]) 
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J424-2x-x? «x © (24-2x-x?20 A [x20 A 24-2x-x?<x?]) 
€ (х? «2x $24 ^ [x 20 A 2x? «2x > 24]) 
i Il, 49 
€» ((x+1) ° $25 A [x >Ü mu d us 


€ (-65х54 A [х20 A (x>3 V x «-4)]) 


< хє [0,4] A x e <-co, -4> U <3,+00> 





6x-4 Эх-3 3х-4 4x-2 


(0.25) ? (0.5) * <(0.0625) © 40.125) ° 
Solución 


12-8 2x-3 6x-8 4х-2 
La inecuación dada es equivalente a: (0.5) ? .(0.5) 4 <(0.5) 3 .(0.5) ? 





19g 8s SEIS 6x-8 4х-2 
Operando tenemos: (0.5 + 4 «(05) 3 3? 














Сото а= 0.5 < 1, entonces los exponentes son desiguales en sentido contrario a la 
12x-8 2х-3 6x-8 4x-2 
- » -r 
3 4 3 3 














inecuación, es decir: 


12x-8 2x-3 10x-10 . . 2x12. 2x-3 8x+8+6x-9 
+— > , Simplificando: => _————> 
3 4 3 3 4 12 


0 














14х-1> 0 > II la solución es: 


32 [911 O w 





Solución 


x+] 


La inecuación dada es equivalente а: 2722 > (25*.27^?)?^?, de donde 
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@ 


x+11 14x-18 
22 >2 Š ,comoa=2>0, entonces: 





x+11 14x-18 
> ——əƏə—>əəƏ— 

















> 5x+55>28x-36 = 22 





La solución [3 





2 5 
5! — Demostrar que: LT RIT Ë 
2 x+3 7 
Solución 
x+2 | | — 
=l-—— (se obtiene dividiendo) 
x+3 x+3 
Szaki => LEE = pe 22 
2 2 4 х-3 7 
2 1 1 2 | 
=> -—<- «-- = l-—<l- <] —— 
7 x+3 4 7 x+3 4 
41-х 54/5-х 


Solución 


J-a str < П A m 590) A бИ“ 


EAS) 


> (xslAx2-5)A ((—х®/х +5) 


/х+5>1-х o [x4520 A (1-х<0у(х+5>0Ах+5 > (1-x? ))] 


> [x2-SA(x21lv(x2-SAx+5>1-2x+x*))] 


> [xz-5A(x2lv(x2-5Ax^ -3x-450))] 


.. (1) 
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€» [xz -5 ^ (x >1v (x >—5 A xe [-14])] 
€» [x25 ^ (x21 v x e [-1,4))] 
€» [xe 5 A x z-1] > хЁ-1 > хє[-1,=> RL) 


ahora (2) en (1) se tiene: (x 1 A х2 -5) Лх є [-1,+00> 


х є [5.1]A x є [-1,+>> 





E? xr 2 99 


Solución 
Calculando el campo de existencia 3х-720лх-220 & xz E A x2 2 


por lo tanto x e |2,4с0» es el campo de existencia 

43x47»2944x-2. <> xe(2+0>A [3x+7<81+18/x-2+x-2] 
€ xe€[2+0> A (x -36 «94x -2) 
© xel, +> A x? -153x 41458« 0 


< xe(2+0> A Y em 


1535/17377 1534417577 
— YA X < ———Ə > >> —-—  — VÑ 4 


© xe€[2,+0> A 





(5) E О е 
[ө=х? = 


Solución 


Calculando el campo de existencia 
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(x—120 A x-220) л (9-х 20 лх20) 

(х21 A х22) A (х2 59 л x > 0) 
(Х21лх22)л(-43445х53лх20) 

x22 A 0<х<3, de donde x e [2,3] es el campo de existencia. 


Como Jx=1+4%x/x=2>0, Ух є [2,3] 


il 2 TA M eaaa | > | 
|] у? -А/х 49-х2-4їх 4х-1-44х-2 4х-144х-2 


simplificando TERR e» 49-x? -4xz0 


49- x? = 
de donde -/х J9-x? => x<9-=x? 


х? +x-950 > (x+ >) * E (completando cuadrados) 








(nas eh — саа”, 1 2487 - 243741 237 -1 
2 4 2 2 2 2 2 
Luego la solución es: x TE 81: > A [2.3] 





42-439 x < d+ x 


Solución 


42-43-х < jx < Q-434x 20 A 44x20) А(2-43-х «4-х) 


© (j+x<2 А x2-4 A (39x »-x-2) ... (1) 





76 Eduardo Espinoza Ramos 


J434x $2 © (3+x20A 34x&4) 
< (x2-3A x$S1) > x €[-3,1] su de) 
43-х»-х-2 © x4320 A[-x-2«0 V (x 43320 A x 43» (x42)? )] 


€» xz-3A[x»-2 V (x 2 3 A x? 43x +1 < 0)] 


© x2-3A[x2-2v (x23. ^ (08:55) <= 





> 23 [12-2 v ха3л-2233 x 235- —— 

c xz-3A[íx»2Vx Sec «do 5 

о хаё3л Хань 

rec E us JS) 
Luego de (2), (3) en (1) se tiene: 
— 45 +3 
E «44-х © Gee p sl] ^ lin dc ec car urn 
<= xe[-3,1] A rec- Bt 4 








D igal Y 
х A(x-1 4x+12 
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A la inecuación dada expresaremos así: 








= + ЭР. 2 0, efectuando operaciones AA ESO +) 20 


Ax-1) 4(x43) x 4(x 1)(х+3)х 


13x? «39x ^ x? - x -12(x? +2x-3) 


20, simplificando 
Ax(x —1)(x + 3) 


2x^ +14x 436 _ Р x* 47x18 
4х(х—1)(х+3) | x(x —1)(х +3) 
х2 +7х+18 ] 


VxEeR, х°+7х+18>0 entonces: —————— < — 20 
x(x —])(x +3) x(x —1)(x +3) 
l 


— z0 o –1)(х+3) 2 0, para x z 1, -3,0 
x(x —1Mx +3) ota шал. 








resolviendo la ecuación x(x — !)(x + 3) = 0, de donde, л 5-3, r,=0, n 51 
XENA SAA 
-3 0 1 
” Р(х) т т | 
como la ecuación es de la forma - > 0 la solución es la unión de los intervalos donde 
5 


aparecen los signos (+), es decir: 


B iràd 


х-1 х41 x 








Solución 


La inecuación dada escribiremos en la forma: 


3 ] 32 Зх? 43x « x! -x - 3x? +3 
—+— zÜ © ——————————— 20 
х-1 x+] х x(x —1)(х +1) 

х? 42x43 


x(x - lx +1) 
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3 
como Vx e R, х +2х+3> 0), entonces 


: 
X +2х+3 1 

AAA р о ——TTYAƏ°> Ü 
x(x —1)(х +1) x(x —1)(x +1) 


——————— 20 a x(x-1Xx+1)>0, para x = -1,0,1 
x(x —1)(x +1) 


Ahora resolviendo x(x — 1x + 1)= 0, de donde д 2-1, n 50, «1 


Qe WE 4 AVENA AE 
1 


-1 0 


P(x) 


x) 





Como la inecuación es de la forma > 0) la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (+), es decir: 





2x-25 2x+11 1 
a AR си 
2(x^42x-3) 2(x^-1) x+3 
Solución 





La inecuación dada escribiremos en la forma: 


2x —25 is 2x +11 _ 1 
2(x*«2x-3) 2(?-1) x+3 





> 0, factorizando en el denominador 


2x-25 2x+11 l . 
—— + — —-—— > 0 , efectuando operaciones 
2(x+3Mx-1) 2х-1(х-41) x+3 


(2x -25)(x +1) +(2х+11)(х +3) - 2(x —1)(х +1) 


> 0, simplificando se tiene: 
2(x —1)(х +1)(х +3) 


х?—-3х+5 


---------20,с0то Vx eR, х? -3x45» 0, entonces: 
(x - Dí +1)(x + 3) 


x^ -3х+5 l 
—— > Ye — > 
(x -D(Gx +1)(х +3) (x 1)(х + (x + 3) 
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l 


————— T. 0 d — 1 +1 +3 > 0, ает 
cUm €» (х—1)(х + 1)(х + 3) 27 


encontrando las raices de (x — 1)(х + 1)(х + 3) = 0. donde л 2—3, r, --1,, =1 


P(x) 


x) 





Como la inecuación es de la forma > 0 la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (+), es decir: 


t 2 
64) (x—]) —(x+2) v 


(x-2)? —(х +1)” 





Solución 


Por medio de la diferencia de cuadrados se tiene: 


[(x - 1) -(x * 2)][G -1) * (x +2)] 


20, simplificando. 
[(x — 2) - (x + D)][(x — 2) + (x +1)] 





-3(2x +1) | 
— — Ü o Qx-*1)Qx-1)z20 para x4— 
—3(2х—1) 7 
encontrando las raíces de (2x + 1)(2x — 1) = 0, de donde, л, => e Y => 
ку = 7 + 
-1/2 1⁄2 





. ыг Р(х = ” | 
Como la inecuación es de la forma ( > 0 la solución es la unión de los intervalos 
x 


donde aparecen el signo (+), es decir: 
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х“ +51? -20x-16 
a UE o Me 


х? «2x4 —13x «410 
Solución 


Factorizando tanto en el numerador y denominador. 


(x - 2)(x + 2)(x4 1)(х + 4) 


<0, para x= -5,1,2 
(x+5)(x —2)(x —1) 


la inecuación dada es equivalente a: 

(x — 2)(х + 2)(х + 1)(х + 4)(х + 5)(x—2)(x—1) < 0 para х z -5,1,2 
(x=2) 2)(х +1)(х + 4)(х+5)(х+1)<0 para x %-5,1,2 

como Yx eR, х=2, (x—2) > 0 entonces 


(x + 2)(х + 1)(х + 4)(х + 5)(х—1) <0, para x z -5.1,2 


encontrando las raices de (x + 2)(х + 1)(х + 4)(х + 5)(х – 1) = 0, de donde: 


n=->3, n=- 4, уул-2, їул-1, » =1 
240 + EA AER AEN f A o 28 
-1 1 
P(x) 


Como la inecuación es de la forma O09 * O la solución es la unión de los intervalos 
X 


donde aparecen el signo (-), es decir: 





3 2x-] 3 4-х 


TN 2. (3*0 9 


Solución 


La inecuación dada expresaremos en la forma 


x-I-4-x-6x^ ; =9 = -2 3x- 
3^ 1-4-Хх-6Х-1 »30**00 ?) de donde: 3 5x«4 se 3x-2 
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E) 


81 


como a=3>0 = -5x«4»2x/ -3x-2, de donde 
2x! -2x-6«0 > x*+x-3<0, completando cuadrados к рт т 


l 13 J3 | 43 


(x2) «— c —— < x+— < — 
? 4 2 2 2 


айн. 





Y 1 2x 
— S saga Е ЕЕ. 
x-"-5ep6 A edi” 


Solución 


A la inecuación dada expresaremos en la forma 


X 1 2x 


—————— -———— T 2 0 , efectuando las operaciones: 
x'-5x46 72x 3-4x «x? 

2x? (x—1) Р (х = 2)(х —3)(х "Y 1) = 4х г (х = 2) > 0) desarrollando: 
2x(x —3)(х - 2)(x - 1) - | 
2x7 —2x* +x? =6x? 41x - 6- Ax? +8x* 


20, simplificando 
2x(x —3)(x —2)(x -1) 





3 — 417 34417, 
X NUIT шин 3o Da 
==“ ЭЭ ШШЕ e lm gilt: cy OM 
x(x —3)(x - 2)(x -1) x(x —3)(x — 2)(x - 1) 
diei A rz 
(x + y, is 


para x % 3 ѕепепе ------г-------50 
x(x — 2)(x – 1) 
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P(x) 


Como la inecuación es de la forma 





< ( la solución es la unión de los intervalos 


























1 х-3 2 
5 х-1 3 
Solución 
Aplicaremos la propiedad siguiente: acboe < a<bA b<c 
| x53 2 ] x-3 x-3 2 
206 <2 er =< X 
5 х+1 3 5 x+] x+! 3 
55 ORO sn = 697 
x+] 5 x+] 3 
-16-ү- gp i Duet) 
Р” Sx -15 x-l.g д 3*—9—2х 2 
5(x +1) 3(x +1) 
др ET ug FEB 
х +1 


<  (x-4(x+1)>0, х=-1 A (х—11)(х+1)<0, х=-1 


ahora encontrando las raices de (x — 4)(х + 1) = 0, de donde n =-l, r,=4, 


EXPO Аё ж: O EAS N po. 


-1 4 1 11 


de acuerdo a la forma de la inecuación la solución es: 


x e <o,-1>U<4+x0> A x e€<-1,11> 
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шинэс хар сан 
É 4 11 





40) 
х 5x^ +36 
< —ə O VnL T 


x^-16 x*-16 





Solución 


A la inecuación dada escribiremos en la forma 








4 2 5 IRI = 
E = >° +36 <0 © Зи лэн азаар , factorizando 
x 52-16 xd -16 x T4116 
2 2 2 
-9 - 
EAS e < Š 20 
(x^ -4y(x? +4) x^ -4 


(x * 3(x -3) 


RENE и €» (x+ 3)(x — 3)(х + 2)(x —2) < 0, para x e -2,2 


ahora encontrando las raíces de: 


(x + 3(x—3)(x + 2(x—2)20 dedonde л =-3, r,=-2, n =2, r,-3 
үгүү 

-3 -2 2 3 
P(x) 


(x) «0, la solución es la unión de los intervalos 
X 


como la inecuación es de la forma 





donde aparecen los signos (-), es decir: 





(x-9)"(1—-x*y""(x* 9520, sin>1,neN 
Solución 


Para x «9, (x-9)" >0. (1-x)" 20, parax z 1. 


Entonces a la inecuación dado se puede simplificar, es decir: (1 -x^yx'-9)«0 
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Factorizando (x-—1)(x?2+x+)D(x-.3)Xx+.3)Xx243)>0., x «1,9 


2 


como Vx eR. х2 +х+1> 0, x^ +3> 0 


entonces (x -D(x —-/3)(х + /3)>0, xz 1.9 


ahora encontrando las raices de: (x – 1)(х uia Mx + 53 )=0 

de donde n=, ЭЭР, з elo in А + 
-43 | 43 

Como la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (+), es decir: 





EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Resolver las siguientes inecuaciones 


-15-143х«2 Rpta. 62-315 
$ 5 

С RJ Rpta. 22443158: 
2 4 18 
-3x + 4 < 4х +5 Rpta. жин 
253 ir Rpta. “ашиг: 

3 4 5 
5x -2<10x+8<2x-—8 Rpta. ф 
Sage Ruta Б; 

4 3 60 36 
| 5 
2$ Ax «———,.a»b»0 Rpta. <—о ад 











a?-b? a+b a-b "1+3a-3b 


Sistema de Números Reales 


@ € 


= @ © © 


© © © 9 9 e E © 


2x 5x 
—+4>—+2xr, a>b>0 
За 6h 


6—3x 
4 


“4 





2х + 





Мх—5)—4(4—3х)>2(7—х)—3(х—5) 


Resolver las inecuaciones siguientes: 


2x? —-6x+3<0 


2x? +6x-9<0 


9x7 +54x > —76 


-4Х 0 3 sd) 
4x^ +9x+9<0 
4x? —4x+7> 0 


y= 2810 
КЕЕ 


х? dod 5 > () 
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24ab : 


Rpta. < –20, —————— > 
Sa +12ab-4b 





Rpta. <-2,2 > 


abc 
Крга. <— ——— wa > 
ас +рс-ар 


Rpta. < 








: 215238 34338 4 


3 


Rpta. 








2 2 
Rpta. <--0,- ? ыг »(/ < n +0 > 
Rpta. <- : ; 3 > 
Ё 2 
Rpta. Фф 


Rpta. Vxe R- 


Rpta. <-2,2> 
Rpta. <-x,1> U «2,*x» 


Rpta. < —©,-/3 -45 > U <A 3 5» 


© © 


©) @ © 


= 
~J 


б) 96 @ @ @ © @ © 





3x7 —Хх+11> 4(x- 1) 


36€ 103 «0 


x(3x 42) «(x 2)? 


4x* —8x+1<0 


- 


5Х57-14х-9:0 

х +3х+2> 0) 

|-2х-328 20 

3x? -5x-2»0 

(х? + 2 x)(x” —1)-24> 0 
х(х —3)(х—1)(х +2)>16 
x! +20" ^ gemino 
(x^ *x-6(4x-4-x^)s0 
2x? +3х° - 10x - 620 
хаг 0080 
ХЭ-4Ү ruv Dos 0 


| | š ? 
х ФМ а ыла” 4-12::0 


Rpta 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta 


Rpta. 
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VxeR 
< al 3 > 
3 
<-00,-1> U <2,+ о> 


2o dm 2443. 


2 2 


« 








Ч 


«-0,-2» U <-1,+0> 
l 

[һе 
3 


l 
< ғ >U<2,+0 > 


Rpta. <-0,-3> U <2,+0> 

Rpta. < ша 183 De mae „+20 
Rpta. <-3,1> 
Rpta. «-»,-3] U [2,+20> 


ipta 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


[Ss Lex > 
«-3.]» U «5,420» 
<-0.-2> U <1,2> U<3+x> 


<-3.-2> U <-1,1> U «24» 
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© ©®®® © 


(ә 


@ @ @ @ @ 


@ 


D 


х? —6x? -x° +29x? 4 8x 41840 


1+-/5 


>U <A >U «35» 


Rpta. < —, ээн 


(х? -2x-5)x* ак Т -2х-4)»0 


Rpta. <-o,]l “ЖУ xU «1/6, 1-5. U «iii. 12276 


p -2x'-15x^ 0 Rpta. <-3,0> U «5,42» 
(х? -5x" +7х-3)(2-х) 2 0 Rpta. [2.3] 
(х — а)(х — 6)(х — с)(х —d) < 0, s a<b<c<d Rpta. «a,b» U <с,а> 


^ +6х-1)(х° 22x? -2x+ Ax +5) > 0 


Rpta. ia [үг d < 2827 AU EAS > U «2440» 


(659-03) (x7 1) E y «0 Rpta. <-o,-1>U ets 
(85-3) 0x "01 2990 530 Rpta. <-0,1> U <3,+00> 
x* дж 00) Ера. «-»,-1] U [2,+00> 
x^ -3x? 4 5x* - 27x -36«0 Rpta. <-1,4> 

хо Rpta. <-1,1> - (0) 


(2x? - Ax - UGx? — 6x + 4yx? +4x-2)>0 








- Y 2446 
Rpta. &5-2— 965 U««— М6 „602% Nim: 
iW! +1” x Be 1250 Rpta. <-6,-2> U <],+20> 
(х? 204 +9)(х + 4)(х —5) > 0 Rpta. <-%,-4> U <-1,1> U <5,+00> 


© & @ @ 


Jl 


= 
а 


e. 0.6 Ө © © 
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(x + 2)(x + 3(x- 4)(x — 5) > 44 Rpta. Vx e R 
X bx” +01 ad Rpta. Vx є R 
х." б) Rpta. EET 2s 


X) —6x% -17? «17x? +6x-1>0 








Rpta. < T к. >U<4=4151>U<4+4/15,+00 > 

A же б Rpta. < =0,-1-442 >U < 142,9 

х“ 22x? - 5x? +10 85 0 Крга. ¡AB 3-45 0-1-3 3-45, 
2 2 2 2 

(x — Dia — 3)(х + 5) (x + 1) > 1680 Rpta. <-о0,-7] U [9,+20> 

(х + 9)x — 3)(x — 7)(x + 5) < 385 Rpta. [-1-4 71 -A]UT2.- 1-371] 


Resolver las ecuaciones siguientes: 
































х! = 4 Rpta. “-со,-3» U <2,+00> 
2-х 3+x 

Ї 4 

Rpta. <2 Ёў ub 2285. 

3х-7 3-2x 2 14 3 
42 . X 2 Rpta. <2,+00> 
Х-2 X 

= | 
- Е: Rpta. < –о0,—4 > U[—,2 > 
x+4 x-2 2 
2» 4 ANA 

> = Rpta. <-2,0> U <0,+=> 
B Ea +] 
х-| 
Jo o 2x 3 Rpta. «—»-1»U «01» 
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© © © 








(x? —2)(x + 5)(х -3) 
—— — > 





x'42 d 























; > Rpta. Vx e R 
x +] x +] 
x Mx 22 +8 Бра, <-00,4> 
x — 4 2 
1 3x+1 
= < < 4 Rpta. <-20,0> U <l,+00> 
X x 
БЭРТ”: 
Айыш Rpta. «-4.6] 
x+4 5 
x+4 yx — 2 
: Ta Rpta. Vx e R- {-2,2} 


х2 +4к+4 х?-4 














] 3 1 
< Rpta. <—о,-[>{/<—,3> 
x+] 3х-|1 : 3 
| ж" 
„а. du И Rpta. "aT < 0,5» U «2,05 
2 (x-2)2x^3) 2 6 
2x-1 3x- -7 5 
E Me. 442 Rpta. «-2,-—»u«-lLH»u«5,4»» 
x+ x+2 x—] 4 


X х-3 
« x 





< Кра. ф 
y E 


- 0 Rpta. 2455-5402 sex >Ë бо, U< 3 +o Z 
x(x^ +2)(x +3) 





Dai ia 
шан ла NT, Rpta. Еее d. AN 
(x 6)* (2x +3) 2 3 

4: 9 2 ; 2 2 5 2 Du 9 5 

AO PL ар Km Laja 
(x+]) (2x+5) 2 2 

A бышы Rpta. <a 3>U<-5> 


х-5 х+3 


6) 


20 


© © © 


24 


© © 


25 


26 


@ 


©) 


28 


© 


6) 


D 
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7 ] 


+ 
x-4 х-2 








< —2 Rpta. <-3,-2> U <1,4> 


x + x—6(x`—x-—6 
(x x -6)(x* — x E 


š : 0 Rpta. «—-3»U «—2,42 >U <3,+ > 
(v —4)(x" — 2) 


Rpta. <-2,+20> 














5 

L Rpta. <-3.-1> U <1,2> 
x+3 x-l 

3x 
ль T Rpta. [-1,0» 

\ X 
¿eS 2 
— h »-3 Ерба. < —x,] > U < —.2 > U < 3 +0 > 
x^ -4x 43 2 


219 +7х` +8x* +6x +1 
641744 23x* +18х° +7х +1 


2554 аа, ГЫ asa muku аг 
2 2 8 2 


> 0 


Rpta. < 


7 6 


—— — 


х-1 xt. 





3 
«25 Rpta. <-o,-1>U < E > U < 2,+20 > 


12x° -35x1 2351? +53х° +35х—12 
x° +]Sy +78x? +155х° +78x? +15x+1 


== онь 3 p.259 


< 0 











Кра. -- 3 тэ AAA 
Eo pus ж= 
2Х-1 n. +2 VA | Rita; «ав IAS 
х+4 3-х x43 
l+ x? AS и 
—— O HAH +9 


= w e — - 
(1- x` )(1— x) (1—- x) (1 - x) 


Rpta. «-»-1- JPU SW. 3 >U <12 > U «2,5» 
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61) 
yy 


©, 


@ 


@ @ 


36 


@ @ 


Rpta. 


ALO +8 _. 
— < 


4 : 8 Rpta. < -6.-2 >U<-11>U <2 JAS 
X —5x^ +4 


(x-1) (x4 «(2 1) 


> 20 Rpta. <2,+00> 
(xt +1)(х—2) 


(x^ +Sx +64" -16їх7-4х-12) "| 
(1-30) (x - DG +1) 


Ера. «—»-3»5U« EE > U < 1.2 > U < 6.--> > 








4 -2 4 
E e. Rpta. «0,2» U <4,+00> 
4-x 5 
aba ri. 9 Rpta. <-2,-1> 
x^ +3х+2 


(x` + c- 6)(x` — x — 6) icu 


- s Rpta. <-4,-3] U [3,4> 
(x – 4)(х° —16) š 


(] tex tx^)2-x-x^ х" -2х" -3Х-02) ET 
(2x? -4x- DGx? -6x« 4yx? 44х-2Хх2-7) 


46 
k. w. 


1% 


кеййр] жїн]. ZU deis >U Dr PR SUD Um « J6 +2,+00 > 


X 12 x+i 
< < 


— 


Хх +] 19 х+ 2 





Rpta. ES N 
Т 7 


(x 890-2)" CODO =) >й 
x(x +2)(х? 23x43x! +4) 


Rpta. <—-®,—3] < 2.—/3 > U[-10 > U < /3.3JU[4,+oo > 





Rpta. <2,+20> 
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© O © 


© © © 


© © © 


© & © © 


2 3 us 














— AP, - Rpta. 
x+1 x-1 ]-x^ 
25.88 сэ. ди Ж Rpta. 
x -—Sx+6 2-—1£T13(3- MUA) 
a ДИР T 31+ v889 
x 4х-1) 4х-12 2 
х -4х-4Дх-09)” 
(x +4х+ 12 M за Rpta. 

(11 x)(x^ +5) 
DA Rpta. 
х-1 x+] x 
x-1 

<] Rpta. 
x+2 
" 2 

ur эж са e Rpta. 
(x " +x+])(x“ —3x+2) 

208 E > | Rpta. 
х? -х-6 
12281112 
— 21117 Rpta. 
X —4x+3 


2x-25 2x+11 ] 
+- > 








—À—M— 4 —— Rpta. 
2(x^*2x-3) 2(х7-1) x+3 
RS 20 Rpta. 
x" —4x-5 
ix-x -l < 0) Rpta. 
2 4 
д, ! 


0 Rpta. 
x+6 : 
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<1,+00> 


<-00,-6] U «2,3» 


1889 - 31 


—3 > P men .0 > U <1.+> > 


<11,+00> 


<-1,0> U <1,+20> 


<-2,+00> 


= 00, /5]U <1,2 > Ul 5 +оо > 


< —2, 2-5 600248 P + 25 


<-00,3> U €4,*oo» — (1! 


«-3-1» U «1, to» 


<-0,-1> U <S,+00> 


<-1,0> U «0,1» 


«-o0,-6» U [-3,+00> 


Sistema de Numeros Reales 


© @ © 


© © © © 


© © © 


© © © 


x^ —2x+] > 0 
x—1 
2x+1 
2 
x+l 





А 
х +4х+ 
< X 2.2 
х" -4х-5 


0 


: 
X +x+2 
— 5 — mS 
xXx" —x—2) 


2 3 
= 
3х-2 х-2 








32_ 8 4 


Y -4- Х-2Ї 2 








2+х-х? 
20 


y Dh 


3 Ñ. o. 
X —x Өх +12 


- 0 
x^ *t5x- 14 
o 19 p 
X^ +8x ш Y "T 
7x-x^ -6 


х? +3х+2 x-2 
x-2  x+2 
227. 


—— + > 
x+l x*3 x+2 








х A 
x+2 


8 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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<] +oo> 
[-2,-1> 
<-1.5> 
<-00,-1> U «0,2» 
DN > 

3 7 
[-4.-2> U <2,6] 
[-1,1> U <1,2] 
<-00,-7> U [-3,2> 
[-3,1> U <6,+00> U (21 
<-00.-2> U <0.2> 
<-3,-2> U <-1,1> 
<0-1>U<0,7>U<l4t0> 


- 


«-2, to 


94 


© © © 


© © © © 


59) 


=) © © o 


©) 








х-2 2х—3 
2; 
x+2 4х-1 
6 3 7i 


x-] x+! x+2 


x* бх 289-24 
40 + (x - D(x - 3)(x + 4)(х + б) 
7 30 7 


+ 5 —— 
x-4 PB ef] 








? 
2x^ —6x>+3 
— NE ке 


- ] 
x^ —5x+4 


2x x 


— kus а ons 
2х? 47x 45. х? +6х+5 


X^ -3х+2 z 


5 0 
X +3x+2 


Ax" cud 
x—6 


<х+6 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


4x-3 31-2 


—— —————- 


(0.5 2 >(0.0625) 5 


29990 e 


3х-1 212 


(0.2) ? <(0.0016) ` 


Eduardo Espinoza Ramos 
Rpta. <-0,-2>uU< : 1]Ju[4,+00 > 


5 
Rpta. < E >U<=ll>U< 549002» 


UJ 
"m 
V 














© © @ 


х“ 10x16. 
x-1 1 


10 


^ 


. 0 


+4> х+10 





© 


X — 


Rpta. < 1 +> > 
4 
Rpta. «-2,9» 


Rpta. < o » 


Rpta. «-2,12» 


E eT 144433 
a — 


Rpta. < 
4 4 


Sistema de Números Reales 


(9 


9 


© © ® @ © © © © 


O © 


-4 


© © 


2 2 2 
[(0.5)` (0:5) °]` 3 < — 
8" 





1-4 
99 ly > L 
gj 


ЕГОР КУРЫ 


4277! «3o 





481575 < 243% 19 


Xx-2)* 


(256) PEA AA oO 
gi 97% 


3*3? > 27 


х-5 х-9 


———Á 


22 83 





5х+3 ñ 2x4] 


(0.216) ^ »Y(036) Š 








5 | 
(4?) > (64) 
Ооу ES [(0.09) x*-4 ] x? -9 


2x-1 
5 


31(0.00032)%* 2 <y(0.2) 2 





———Á 


: | (3 x22 3 21-12 
| TAi- 200.2) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. < 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. < 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


95 


VxeR 


V ey 
<-оо,-1> U «1,2» 
< —,—— 


<110,+20> 


1432893 +33 (12293 -33 _ 


86 86 


«-oo,-]» U <2,+00> 
<] too» 


<-00,13> 


7 
< —o,—]1 >U < len 


YVxeR 


43 
< — +00 > 
94 


<-so,-3> U <-2,-1] 


ke 
ON 


Eduardo Espinoza Ramos . 





& @ @ © @ © © 


@ 


8 


© G @ 


© © © 


PG Ya 
lto.6y 4 370.0256) +6 y 2 4474/0.004096 





-3(0.008)"^ > *4/(0.04)*? Rpta. «1,2» U [3.5] 
7:3(0.04)7* 2022 Rpta. <-3,0> 5 3) 
2 1-3 2.5 4x+1 62 
x (0.0016) s 400.2) Rpta. < “17177 > U «5,0» 
х) дх-4 > E PE Rpta. <-1,2] U < 5,+0 > 
(0.00)? «5741(0.1) 77 Rpta. «-3.-1 U [3,+00> 
x+ 2х-1 2х-1 l 
30.04)? 04)? > 210.222 2) Ера. <-3,0> U< 3 3» 
(Ey E DU * +] «(Ly ЖЕ", =31 Rota. < оо Jot +оо > 
250 im Y 
1-1... | ] 
х 33* (—) “ < x«2l9(—)* Rpta. <-3,3> 
ү 3 9 
q” < eya i Rpta. <-оо,-3> U <-2,-1] 
25 Vs 


21-3 4-х — 
(2 )(2 ) ё 5312 2x43 Rpta. « —1,+00 > 4-2 


991 
15 «402977 (32) (0.1)? «1097? 
mec ES z 23) (0.125)? 
2х-1 v+ 2 3х-1 х 6 (х -3) 
(0.00032) "? < cie, (4 [(0.5)* (0.5) | шид 
y Y 5 ge 


Jas m 580629) 57 


Sistema de Números Reales 


= 


SS GO (c) & (909€ © @ @ @ @ @' = 


@ 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


J3x 47 -4x-2 >3 
4x45 4x «5 
ше E 
Мх -93/x +11820 
"r e 
4Чх-4-48-х21 


4х2-1«4Хх41 
42x -9 $3-x 


A8017 —7x-2 $9 





(x- A Nx^ – 2х + 2 š 


х* +2 
dx? — 2:5 nada 
Ax —6 > ap I 
Aere = >0 
3 T шиний 
A - Vx 20 
Р «лы: 


0 


Sce Ч 
49-х7 “харх 


4x-3446-x «Wie 


0 





Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


[2,3> U «6,*»» 
[0,4> 

< -%0,-1] U [2,3 > 
[0,81] U [1296,+=20> 
<-2.0> 


47 


[ыр Е: 6.8] 


[1,2> 


ф 


«-20,4| 


«-00,-3| 
[3,+00> 


[1,+00> 


[64 +20> 


afe 


97— 


© © @ © @ © @ 9 © |» 


© © © 


aix — letal агы 


ESAERA 
Ax +1 й 


дек e 


a 4x adidas 


| 2 
x^ +3х+4 > 0 


421 4 -4 I 
4-х-2«-/-4х-2-4/-9х-6 


4625-х? A? -4(x 4 4f a? -ЭВ Р Y 


; 
i? qupd 


] 
A >x +1 


x -1 











x2 
Y х UN x-1 


4x? -14х-13 « x 41 
4x? - 44 х+4 
Түрт---- 0 
Mx? - 4x43 


[Мх+4+2 <ү- 

12-4х-4 “= 

] x 
< 

x-2 x+4 








4 


x-2 
x+! 








0 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Eduardo Espinoza Ramos 


11 
< — 5 
3 ] 


j 84-1645 


UN s 


413 


-5 
1 
a, 


< 





<-00,3 ] 


«-o0,-2] U [2,+00> 
1 
< —o0,— 
51 
[-25,-2] O «-1.1» u {25} 
«1,2» 
<-00,-6] о «1,22 
3 
< Ë 1]U[13, +20 > 


<-00,-4]  [2.3» 


«$8 too» 
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|х? -91-2х , 
| х--51-5 
4 х-4 


< 


х-4 х-4 


2 





gestas. E 2081 





e A 0 
JM -4x? -4 


БООВ ТЭ ӨР" 


5-16 
(2-2: 2x 


x42 





© © & © 





> Án 
IVx*—x-2-2 


— Ч дыХ-2 


4l 
| 2-4x-4 
Ax? - 6x45 ex? —7x+10 <0 


Ух? 6х +5 кух? –7х+10 > 0 


© © 


a= JE < /x+5 


Es ie 3 2 
x^ —-2x-15(x —6x +9х) y 


(х-1) (x-2) 


© ® @ @ 


= 228 


Х 


@ 





43-43х $4214 4x - x? 


4x? —x—12(x 25) -3х-2)50 


© © 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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5416-114 410» 


<18,+00> 


<0.4> 


«-5.-2] U [4,5> 


[-4-1] 8444 


[0,4] 


[-4,-2] U [2,3] 


х= 5 
«-oo,] ] U <5,+00> 


[-5,3] 


[-3,0] u «2,5] 


<2,4] 


[-2,1] 


<-00,-3] Ü [4,5] 


10 


Ф 


© 0 © © © @ @ @ @ бө 


@ @ 


44-41х -42-х»0 


x^ -16 


————————> 
4 х-41-1х:-1 


4х2-3х-2 »2-Х 


= -5 
х-2 





424-2х-х” 
x 


<1 


ES [5-x 
+. 10-0460, 
x+2 Vx+l 





> (0) 


J4- a -42-х»0 
| 4-41х7-9 


4x? - x -12(x -5)2x? -3x -2) «0 


dx? +х-2 +3 
— > X 
4/9 — y? -1 


me A 
Y 2-442 


(2223 B —x 





=й 


2x-6 


20 





+. —— 
х—1 х+3 


4x? -x«l«44-x 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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« 2 > 
<-00,-4> 
«2 too» 
<2,4] 
[-6,3] 
<-2,1> U [3,5] 
< 2-5 > 
[-5,-3]0 {5} 
«-00,-31 U [4.5] 


2242.-200 2002 > 


[-2,0] U [4,5] 


<-3,1> U [4,5] 


< 13,413 > 
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len: - 
x^ +1(х 4х+ 0 


Rpta. < –1, PNE SL mm. 20 > 





4x+4 
dal x42 u 20 Rpta. jj, 337 7 > 
49- x? - Ax 2 
Ax 3 4x -6 k /6-x 4x? -2x - Ax? +4х > 2 


JE 4322 Аа 3 lea 4x? -2x fx? 4 4x >2 


A эм реу. 
(2х +3 44 3x-2 (2x3 +5 S Ax (64) Заа 2 хө, 80 
ймы efe 





Ja +82 Одоно 8x 





a) DEFINICION.- Al valor absoluto del número real x denotaremos por |х|, y se 
define por la regla. 





Ejemplo.- 17| 57, 1=-—7) =7 


b) PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO.- 


(1) |а| 20, Va e R (2) alza Vae R 
(з) а= (4) labi = аы 


a, |а| ü. i iangular 
=” bz0 a+b|<ja| + [Ы (desigualdad triangular) 
(5) | | | TT (6) la+b|<la| + |b| (desig 


Demostraremos la 6? propiedad, las demás dejamos para el lector. 
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| 4-5 =|(a+by? | x(a* b)? =a? +2ab+b* 
< lal 32|а|51-15Ї5 (Ja]+15p? 


la+b|?*<(la|+I| b)” entonces ~. a+ Ы < |а| + [Ы 





laj=b © [b20 л (a=b v a=-b)] 


Si b> 0, entonces: 


i;  laj<b => -b<a<b ü) llsb => -b<asb 


(0 
© 
(3) hi-ib < а=Ьуа=- 
O 
e 


Si a, be R se verifica 


i) |» © a>b v a<-b iü) Ї 25 => a2bvas-b 
O b tarda ü) |a =a 


La demostración de estas propiedades dejamos para el lector. 
Ejemplo.- Resolver la ecuación |4x +3] = 7 

Solución 
Mx +3|=7 > 4x+3=7 v 4x+3=-7 


| 5 
€ x=] v x=—— 
2 


5 Ч” Ч 
Luego para х = 1, x= T. son soluciones para la ecuación dada. 
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Ejemplo.- Resolver la ecuación |2x + 2] = бх – 18 
Solución 
2х + 2|=6x-18 © [6x—1820 A (2x * 22 6x—18 v 2x + 2 = -6x + 18)] 


€» [x23 A (x=5 v x=2)] 


Luego la solución de la ecuación es x= 5, 


Ejemplo.- Resolver la ecuación |х — 2| = |3 — 2x] 
Solución 


ix—2|2]3—2x| > x-2=3-—2x v x-2=-3+2x 


“> i-i V x= 1, la solución es: 1 


Ejemplo.- Hallar el valor de la expresión: 14x il sí x e «0,1» 
X 
Solución 
áx +1 ЭР, 
ы Жаы thogai 
[4х+1| =. | Ix-1| = | 2i 
-ж-1, х<—— => 
4 
si xe <0,1> => f4x+1|=4x+1, 48-151-х 
pele]. diee qnd s 
пероне E A S a 


Х Х 


14х-11-1х-1| 
X 


—5, para x e «0,1» 
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Ejemplo.- Resolver la inecuación 2x — 5| < 3 
Solución 
2x-5]<3 e -3<2x-5<3 oe 2<2x<8 
c 1<x<4 o хє <1,4> 
Luego la solución es x є «1,4» 


m > 
Ejemplo.- Resolver la inecuación: | ша” 























е | <3 
x—6 
Solución 
je? s < 23.2579 4 <> ME A a 
Х- Х- x—6 x—6 
5х —23 0 А х-13 o 
x—6 х-6 


< (5x – 23)(х—– 6) > 0 A (x —13)(x—6) >9, xx6 


MEA MON EA aca c 


23/5 13 


reco m >U бую» A «—»6»U «13,40» 


O C 
A  — QQAMMMMMMMMAM A e 
23/5 6 13 


Q-———-———————— 


Е” 2 
La solución es: хє« in: > U <13,+00 > 





* P K | s Es 
1. 1 ний EA IO ENTERO.- 


Si x es un número real, el máximo entero de x representaremos por [|x|] y es el mayor 
de todo los entero menores o iguales a x, es decir: 
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[Ix|] = тах (n e Z/xz nl 


Para calcular el máximo entero de un número real x, se observa todos los enteros que se 
encuentran a la izquierda de x (o que coinciden con x, en caso que x sea entero) y el 
mayor de todos ellos es el máximo ешего(Ц| x |], por ejemplo: 


De donde [|x |] = 2 


Ejempio.- Hallar [|3.7 |] 


Entonces: 





Ejemplo.- Sí [Ixl] 5 => 5sx<6 
[xl] 2-5 = -5<х<-4 


NOTA.- Como se podrá observar siempre se toma él numero entero mas próximo a la 


izquierda. 
OBSERVACION.- Por definición de máximo entero se tiene: 
[xl]"n & nsx«n-*l.neZ 
€» x e [n. п+1>, n e€ Z 
Ejemplo.-[|x || =-4 > -4<x<-3 > x € [-4,-3> 


Ejempl puesto quc todo máximo entero es un numero entero. 
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[Ix |] є Z. por definición (2) lxü-xexez 
V x € R. [Ix |] €x. por definición (4) їхїїєх« х 41, VxeR 
0<х-[}х[]<1, Vx eR (5) 10х0-0х| Vx eR 


[Ix п] = х + п. nez 
En efecto: Sea [|х || = К, k eZ, entonces k<x<k+ 1 
- k+ng$éx>+n<(k+*+n)+1 


> [[x+n[]=k+n=(|x(]+n 


[[x[]Sn => x<n+1,neZ [[x[]<n & x<n, ne Z 
[| x |z n © x2n,mezZ, x e R (11) Sí yeZ (Ix ку > х<у+1 


Vx. yeR, síxsy © [Ix1]<[lyI] 


[Ix + yl [lx 1] + [1 y 1] 


[|x|] z m m&x«m-«l 
En efecto: Sean = 
[y |]=n ns y<n+] 


m+n<x+y<(m+n)+2 
entonces [|x+y]]=m+n o m+n+] 
por lo tanto [[x * y[] 2 m* n ^ [Ix*yll2 [ixl] + [ly 1] 
Si nez = [ах |] 2 n [| x |) 
1 efecto: Sea [|х || m > m<x<m+1 
> nm <nx <mn +n 


> [| nx |] > nm ^ [Inx|]] 2 n (х I] 
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(15) Si x eR y neZ’, entonces 1150-1151 
n n 


(16) Si aybeZ, x € R, entonces se cumple: 
i) а<[х[] sb >as<x<b+1 ü) a<[Ə|x||]<b = asx«b 
ii) a«[Ix|]]«b > a+1<x<b 

Ejemplo.- 

(1) Resolver la ecuación [13x + 1 |] = 2 

Solución 


[3x*1|]|22 > 253х+1<3 өв 15x42 entonces rel. to 


(2) Resolver la inecuación [| 5x |] < 3 


Solución 
3 3 
ЭХ 1153: > 5x<3 > Me ан зэр 
(з) © [2х]<х 
Solución 


SI X< 0 5 Ix — ПСЕ 


Es decir [| 2х |] < x Л $, =< -0,0 > 
Si 0<х<-— > 0«2x«1 > [2х || = 0 <х 

Es decir [| 2х |] < x л 8. яс > 
Si 1>5 > 2x >] = [[2x [8-1 євс: [[2x UZ X A Sizó 


m S =< m0» U< 0,7 > 
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[| 2x |] < (1 4x |] 
Si ga = m 
4 ([4x|] = 0 


| | 
2x — 
Ahora si 427 > | š 


4 me 


Entonces [12x |] < [| 4x |] 


[| -5x 1] < LI x H] 
1 0«5х«1 
Sí I< y <  — == 
5 [Ix |] = 0 
l 
5, =< (), — > 
5 


Si II > -5x € x => [| -5x |] < [|х |] 


[x — < [x H 
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Solución 


> 0<0 falso 


[|2x|] 2 0 
[| 4х |] > 1 


юне 
4 


Solución 


> -1<-53x<0 > [|-5x|]=-1 y -1<0 





Si x > 1; supongamos que: [|x |] = k 


> [Ix-1[]=k-1<k=[|x |] de donde S, =[1,+00 > 


Sí x< 1, entonces [Ix—1|]<0 ^ [|x] <0 


entonces [|x-1|]<[I x |] 


(lix 1] - 2(x — 2(x + 1)>0 





1 
r $, = ‚+оо > 
^ Š = <0,+oo> 
Solución 
е $5 =< —00,1 > S=R 


Solució 
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a) Six<2 = [|x || -2« 0. luego resolveremos 
-(x—2)x-*1)»0 esdecir -2)x*1)«0 de donde S, =<—1,2 
b) Si 2<x<3, entonces [|х |] -27 0 de donde S, =ф 
ce) Si xz3 => [|x |] -2>0 luego resolveremos (x —2)(x + 1)» 0 
S, =[3. +2 > Q< -r,l > U2,+% >) n Sy =[3,+0> 


S = <-1.2> uy [3,+x> 


(8) (c^ 9e 0 6 ge 


Solución 
[Ix |] —x 2 0, entonces [|х |] х, pero por definición se tiene: [Ix |] < x. 
VxeR => |х| їхєд2 


Luego resol veremos (x? -1Хх7 41) 0 — xš! uM oS 


(9) ((x-2[ x] o -De*020 


х-21Х11521Х 11-2[1x 1] 7 01-х I] 
i) Si x«0, = 14 Х1Ї |> 0. entonces resolveremos 
(x — lx 1)20 v SÑ eara 
i) У 0<х<1 => [Ixl]20 entonces 5, = [01 > 
ii) Six>1 => [|x |] > 0. entonces resolveremos (х – 1)(х + 1) < 0 S, = (1 


.. S=<->.-1] o [0.1] 





Solución 
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Se conoce que [[xl]» < n<x<n+] 



































р, эЛ 
A 22 — «1 48 22518109 
ЕСЖ y+3 x+3 
| | 
em. |<- РАБ 15 – — < 2 
+3 х+ 3 x43 
< 1+ <0 A 2-4 » () 
х +3 x+3 
x+4 2х+7 
т> =й А »0 
x43 xà 


^ 


=> [((Х +4)(х+3)<0 A (2x+7Xx+3)>0], xz-3 


- 
c re[4,-3> A xe< . > U < —3.+> > 


y 7 
Luego la solucion es: xe = > 


' - х|—1 
(ID Resolver la inccuación [| 111 1|2:4 


> 
Solución 


Aplicando la propiedad siguiente: Si ує 2, |х|] >2 у e х>у 


Ix 1-1 





24 «€» |x|-1220 





24 e 


| 
| 9 


L 


|x|-1 
5 








& Má2l < xe Vx] 
La solución es: x є <-20,-21] U [21,+00> 
(12) Resolver la inecuación [] x | 2x |] 2 0 


Solución 


Sistema de Numeros Reales 111 
Por definición de máximo entero se tiene: 
[lIxi-2x]] 20 => Os|x|-2x «1 & 2х<[х|<1+2х 
ahora por la propiedad transitiva (a<b<c = a«b A b«c) 
se tiene: 2xxa|x| « 1 2x © 2xSix]| А |х| < 1 *- 2x .. (1) 


; | x, x20 
además se conoce que: |x| = | А 
E 


l^ Six20 = |х| = х reemplazando en (1) se tiene: 
2х<0 A х<1+ 2х > &&0 A x>-1 — xe<- 1.0] 
La primera parte de la solución es: x € [0,+%> A <-1,0] > х= 0 


2° x<0 = Ix[|=-x reemplazando en (1) se tiene: 


l 
2x<-x А -x «1 +2x >xs0A da => хє<—-0] 
- | | | 
la segunda parte de la solución es: x є <—,0> A id => E qup 


Por lo tanto la solución de [[[x1—2x|]2 0 es: X s< 0>Ut0 = <--40] 





Para el estudio de las inecuaciones logaritmicas es necesario recordar lo siguiente: 


En primer lugar la definición de logaritmo es decir: 





En segundo lugar las propiedades del logaritmo 


A 
a) log, АВ =lop, 4+log, B b) log, — -log, 4—log, В 
D 
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c) log, 4" =nl0g, А dj' log, 3/4 23 i0; 2 
n 
e) log,1=0 f) log,b=l 
log, N 
g) log, N Обр 
log, a 


En tercer lugar se observa la gráfica y =log,x cuando b>1 y 0 <b < i. También 
dentro del campo de los números reales, solo tiene logaritmo los números reales positivo: 


ahora gratificamos la ecuación у —log, х. 





Al observar la gráfica se tiene los siguientes casos: 

1? Caso.- Cuando la base es b > 1, en la gráfica podemos observar: 

i) Los números mayores que 1 tiene logaritmo positivo. 

ii) Los numeros entre 0 y 1 tiene logaritmo negativo, entonces para cualquier 
X,.x,€R se tiene 
5021 y 0«x, «x, € log, x, «log, Хэ 
De donde deducimos las relaciones siguientes: 


a) Six»0, 6> 1; NeR > log; x » N => x>b” 


b Six»0, b»; NeR > log; x «N @ x<b" 
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2° Caso.- Cuando la base es 0 < < 1. en la gráfica podemos observar: 
i) Los números mayores que 1 tiene logaritmo negativo. 


ii) Los números entre 0 y 1 tiene logaritmo positivo, entonces para cualquier x,,x, de 


R” se tiene: 
Si 0<b<1 y 0«х, «x, © log, x, > lop, x; 
de donde deducimos las relaciones siguientes: 


Six>0,0<b<l y NeR = log,x>N «€» 0<x<b* 


Six>0, 0<b<l y EcR = log, x «N <= x>b" 


OBSERVACION.- Resumiendo, para la solución de las inecuaciones logaritmicas se 
obtiene de la siguiente manera: 


a>c si Б»1 
log, a >log c <> | 
la«c si 0«b«l 


ja > b° si b>1 


log, a>c => | 
lien 02972) 


Ejemplo.- Resolver las inecuaciones siguientes: 


(1) log > (2x +4) > log, (5x +3) 
Solución 


Calculando el campo de existencia de los logaritmicos dados 

3 3 
2x +f >0 х 54320 de donde x»-2'A цайг a da nds 
como la base es 2> 1. entonces se tiene: 


l 
log,(2x-4) »log,(5x 43) > 2x+4>53x+3 > x > х@< => 
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5, 3 3 1 
La solución es: x E< ->,+ > N< 0, — >=< -=,—> к 
5 3 5 3 5 3 


log, (2x+5) < —2 
si) 
Solución 


Calculando el campo de existencia del logaritmo 


5 5 
2x+5>0, entonces х» 5 de donde U =< nid 
] 
como la base es E «1, entonces se tiene: 


log (2x45) «-2 © Qx «5» (C) * = ti > x52 = хах2415 
3 


- 5 
Luego la solución es: x e<- = +e > < 2,+00 >=< 2,400 > AO S=<2,+00> 


log, (|x-2|-1) >1 
Solución 


Calculando el campo de existencia del logaritmo 
|Х-21-120 > ]x-2]>1 => x-2>1 v x-2<-1 > x>3 v x<] 
de donde U = <-%,1> U <3 +00> 
como la base es 2> 1, entonces se tiene: 
logs (|x —2|-l) >1 => |x-2]|-1» 2! 
> [x-2|[»3'2 х Ф v x—2<-3 > x>5 v x<-] 
x € <m,-1> U <5 too» 
La solución es: x є (<-00,1> U <3 +oo>) A (<-0,-1> U <5.+oo>) 


S = <-со,-]> U <5,+20> 
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@ 

















x41 
log, (— 2)»1 
x-i 
Solución 
| i ё x . х+15 
El logaritmo dado esta bien definida si х> 0 y х + 1 además >0 
X— 
Luego el campo de existencia es О = «1,*oc» 
| 1 15 
572278 => Ez о. odi = E —x > 0 , de donde 
Х-1 Х-1 Х- 
2 C NE d 
х+15—х tX. gn 2x I5 0 —— (x 5)0+3) 0 
хі х-| х-| 
de donde x e <1,+о0> u «1.5» 
La solución es: x є« | Жо» N (<-оо,-3> U «1,5») = <1,5> . S= <1,5> 


Resolver la inecuación log, ,; (2х+ 5) < 2 


Solución 


Aplicando la propiedad siguiente: х> 0, 0<b<1, NeR, log, x< & x» b^ 


5 
рага nuestro caso 2х + 52 0 > х» ES 


log;..(2x45)«—2 < 2x45» сэ? 


2x 5529 > 2x>4 -шх»2, la solución es: x e <2,+00> 
Resolver la inecuación log, (|x-2|-1)>1 
Solución 
Aplicando la propiedad siguiente: x>0,b>1, N e К, log, x>N © x» b^ 


x—2|-1>0 





para nuestro caso se tiene 
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x—2|>1 & x-2»1vx-2«-1 o x>3 vx <] 
10Е5(| х-21-1)»-1 «€ |x-2]- hd 


Ix-2]|»3 > x-2>3 v x-2<3 © x>5 v x<-] 


La solución es x є <-o,-1> U «5,4» 





Resolver las siguientes ecuaciones: 
? 
(1) 1x+2]=2x+1 


Aplicando la siguiente propiedad: [а = b > [b20 A (a=b V a=-b)] А 


Solución 


[х*+2Е2х+1 © [2x4120 A (x! +2=2x+1 V x? 4322 -2x-1J] 


> x2- A (x? -2x4120 V х? +2x+3=0)] 


ES 


ti oe 


1/2 1 


Luego la solución es: х = | 
(2) Ix! -x-6|1 2x42 


|х? -х-6|=х+2 © [x+220 A (x! -x-62x^2 v x? -Х-05-Х-2)| 


Solución 


> [x2-2 A (х? -2x-8=0 v х! = 4)] 


—— — 
€» [xz-2 ^ (x=4,x=-2 v PE a IES 


2 4 


La solución es el conjunto í-2.2.41 


(3) x! -2|х1-3-0 
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| x 
|х+2 |= sz 


117 
Solución 


La ecuación dada se expresa asi: 
2|1x| 2x!-3 > [x*-320 A (2x=x*-3 v 2x==x* +3)] 
> [x!23 А (x! -2x-3=0 v x! +2х-3 = 0)] 


e (x243 V xs-43) A (x23-1 v х--34) 


— 





4 ! ! ” 


[= = La solución es (-3,3! 
3 -43 -31 1 43 3 


Ix — 4| = |x — 2] 
Solución 
Aplicamos la propiedad: [а = b| & a=b V a=-b 
Ix—-4[2|x-2] <> x-—4=x-2 V x-4==x+2 
> -4=-2 V 2x=6 
€ ọọ V x=3, La solución es x = 3 


Ix — 2| = |3 — 2x] 


Solución 


Ix —2|2]13—2x| Ф x-2=3-2x V x—2=-3 + 2х 


= dd V х= 1, La solución es: ET 


pal | P E |= g +] 


Solución 


Aplicando la definición de valor absoluto 


+ 


x2-2 Es 


` 
` , ; 


һә bd 
— 

^ 

| 

бә | 
12 

| 

T 
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-2 -1 
ja +2) ==X—2 
para x<-2 => 5i x 
[25 11 1-2 
reemplazando en la ecuación 2^ ?—|2*! 1| =2 +1, se tiene: 


2 -1-2=2% +1. simplimando 2052 > -—-®={1—=зх=-3 
Luego x < -2, la solución es x = -3 


|х-2| 2x42 


Para -2 <х<-1 = 
125" -1| фане! 


reemplazando en la ecuación 2" -(1-2*!)-2*" +1, simplificando 


a) ay 
27+ =2 > x+2=] >x=-l, como -2sx <-1 entonces x=-1 noes solución 


flx+2] =x+2 


Para x2-1 => А Ч! 
UE MET m uem 


reemplazando en la ecuación se tiene: 2"? —(2**! —1) 2 2^"! +1, simplificando 


? 3 


2 =2% = x+2=x+2, Vx e R 
Luego la solución para x 2-1 es R A [-l,0>= (-1,> 


Por lo tanto la solución de la ecuación es: x=-3 y [-1,+00> 


Ix? -91+|x?-4]=5 
Solución 


.. J Э 
A la ecuación |x“ —9|+|x ° —4| = 5 expresaremos еп la forma: 


Ix +3] x — 3] + Ix — 2] Ix+2] = 5 40) 


Sistema de Números Reales 119 


analizando en cada intervalo 1,, 1= 1, 2,3, 4, 5 


ES [x3] =-x-3 { [x-3| 23-x (2) 
| l|x+2] =-x-2 : [x-2| 2-x "i 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: (-x—3)(3—x) + (-х —2)(2 — x) = 5 
efectuando y simplificando x?=9 => x=+3 
luego como x < -3 la solución es: x є <-%,-3>A {+3} = ф 


[x *3| 2x43. ,41х-3|1-3-х 
Para -3Sx<-2 => ... (3) 
||х®2|=-х=2: |x—2] 32 —x 


Reemplazando (3) en (1) se tiene: (x + 3)(3 – x) —(x + 2)(2 — x) = 5 


efectuando operaciones y simplificando: 9—x? -44 x? 25 — 5 = 5 es valido Vx є R 





Ix+3|=x+3 ; |x-3] =3-x 
Para -25х<2 > ... (4) 
lx+2|=x+2 ; |х-21-2-х 


Reemplazando (4) en (1) se tiene: (х + 3(3—x) + (x + 2)(2 —x)= 5 


luego la solución es: [-2,-2> ^» {+2} = (-2) 


[|Ix+3|=x+3 , [x-3| =3-x 


р E 
16521:5552 , Ix=2|=x-2 (5) 


para 2 <x<3 => 


reemplazando (5) en (1) se tiene: (x + 3(3—x) + (x + 2(x — 2) = 5 


efectuando y simplificando 5 = 5 es valido V x € R 
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Luego la solución es: 


fix+3! =x+3 . |x-3)=x-3 


.. (6 
llx+2]=x+2 ‚ |x-2|=x-2 ч 


Para x23 => 


Reemplazando (6) en (1) se tiene: (x + 3(x—3) + (x + 2(x – 2) = 5 


efectuando y simplificando: х? =9 => х= + 3 





Luego la solución es: Жа 102 31 а {3} 


VET A aa aa Wa aa aa a Da a aaa E Ps 


Por lo tanto la solución de la ecuación es: [-3,-2> v {-2| U[2,3> v (34 





|x^ -4| 2 2x44 


Solución 


Por la propiedad: ja|=b < b20 A (a=b v a=-b) 

Ix?-4]=2x+4 © -2x+420 A (x%-4=-2x+4 v x?*-4=2x-4) 
> x€2 A (x? »2x-820 v x? -2x 2-0) 
€» х<2 ^ ((х+ 4)(х -2) = 0 v x(x-2)= 0) 
€» х<2 А (x=2,-4 v x=0,2) 

Luego {-4, 0, 21 son las soluciones de la ecuación dada 


[x^ «3| = 12x 41| 


Solución 
Por la propiedad: |а| = | > a=b v a=-b 
|x’ «3| 2|2x41| 4». х?+3=2х+1 v x! 43--2x-1 
c x'-2x42-20 v x `+2x+4=0 
© фуф=ф 


La solución es él 4 puesto que Vx e R, x^ -2x42» 0, x?+2x+4>0 
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(10) х2 6+ = 2+6 
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Solución 
Por la propiedad: laj=b > b20 Л (a=b v a=-b) 
|x «6x 41| 22x46 > 2x4620 A [x?+6x+1=2x+6 у x?+6x+1=-2x-6] 


€ x2-3 A (х +4x-5=0 v x*+8x+7=0) 
€» х>-3 A (х= 1.-5 v x=-1.-7) | | | 


Luego la solución es 4-1.1| 


(1) ORDINE 














2x -3 
Solución 
8 : 
(2 |-s wm 3*8 , " ыр МЕГ Ga к. 
2x-3 2x-3 2x -3 2 


e 3x8580x-3) v 3х += -809х -3), ха? 


ES 32 16 
> 13х= 32 v 19x=16, Luego la solución es: 


==, х= 
(12) Ix|—5|=2x—3 


13 19 


|ix[|-5|2 2x —3 = 2x—320 A (Ix| -522x—3 v |xl - 5 = -2x + 3) 
W- 
< es A (ХЕ 2х+2 v |x]=-2x+8) 


: 3 
Сото кг? => |х| =ҳ = хэ 2542 v x=-2x+8 


8 " 8 
> x=-2 y x por lo tanto la solución es үр” 
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(13) Ix-4[? -51x-4146-0 


Solución 
Factorizando se tiene: (Ix —4|- 3)(|х —4|- 2) = 0 
=< |x-4|-320 v |Ix-4]-2=0 
€ k-4|=3 v |x— 4| Z2 
€» (x-4=3 y x-4=-3) v (x —4=2 v x—4=-2) 
€ x=7 vx=] v x=6 v x=2, las soluciones son: {1,2,6,7} 


| 4х-471-1Х-7| 
X 


Hallar el valor de la expresión: 5 хє «2,5» 


Solución 


Por la definición de valor absoluto se tiene: 


x-7 si x27 
- ix-n-| 


Fa S es 


ahora para x є <2,5> < |4x+7]=4x +7, |Ix-7|=7-—x 


|4х47|-| хов нөйх +7 (Tx) 5х 


сото x є 25 < — sm ээ --------:ы?с--::5 
X x х 
4 —-|x- 
[+ ^ iu m NR SI X e €22 5> 
X 
5x+4]-14+3: . 
(15) Hallar cl valor de la expresión: ас аа а Si хє «03» 
x 
Solución 


Aplicando la definicion de valor absoluto 
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| 4 4 
5x44 8) х2-- | 4+3x sl х2-- 
|4--3х | =: 3 





[5х+4| =. 


. 
> 


sra 88 x<—— -4-3 si Pa Жаы 
5 3 


ahora para x e <0,3> <> |5х + 4|= 5x +4, |4 + 3x| = 4 + 3х 


como x e «0,3» e — “ээж >=) 
X x X 


NU o ms. 10 m 


A 


[5x -20|-|3x -20| 
X 


Hallar el valor de la expresión: 545 X € «3.2» 


Solución 
Aplicando la definición de valor absoluto 


| 20 
3x-20 si “ГА 





(SEI 
5201 = 5, |, Эр Жыры 20 
" I 20-33 si iri 


ahora para x € 4 <> |5x—-20|220—5x, |3х—20|=20—3х 


[5x —20 [320]. 20.835 (OD S) me 
X X X 


como x e «-3.-2» < = —2 


15x-20|]-13x-201 _ _, 4 x є <-3,-2> 
X 


: ЗЭР 2 
Resolver la mecuación | x^ —4|< 5 
Solución 


Por la propiedad: |a| « b <> -b<a<b donde b» 0 


|: 794 [€5 Баби d pud i 
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> -1]1«x?«9 e -l<x* A х? <9 
& xeR A-3<x<3 


€» -3«x«3, Luego la solución ев є 3,32 





19-х2|23 


Solución 


Por la propiedad [ај 2b < a2b V as-b 
|l9-x!|z3 © 9-x!23 v 9-5? 53 
2 2 
€ х зэ 12 


o -46«х«46ух2412ух--/2 
"AU ж A. 4 


Luego la solución es: 


Troiae ep 


x1 








Solución 


Mediante la propiedad: | | «0 > -b<a<b 


тааж ҮЭ, "ЭР ын”, N 




















x41 x+1 
e ¿PA A S a MI 
х +1 x+] 
Ыы = E 
e ЭХ e ds E —<0. para x z -1 
X+] x+] 


< (5х—1)(х+1)>0 A (х—5)(х+1)<0,х=-1 
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-NÁ = NZ ME A + V - N + 


-1 1/5 -1 5 


rec-n-I»U «Lem» A xe«-]15» 








(0) Resolver: : € ы J] 
x+4 3 


Solución 


Sl > l£x*123 








e[-,]] = ЭР, . 
x+4 3 3 x+4 


=> -3 <х<-1, luego la solución es x e [-3,-1] 





5 ] 
(1) Resolver |——— | > | | 
2x -] x-2 


Solución 


5 1 1 I 
| 2 E: © —— рага x + — 2 se tiene 
587 75! аа тшт 2 | 2 








5]х—2| > |2x — 1], elevando al cuadrado 25(x-2)* 2 (2x —1)? efectuando y simplificando: 


7x? -32x+3320 < (7x — 11)(x —3) 2 0 NR." AEN фас. „= ЫИ аљ м... 2 b 


11/7 
Como (7x —11)x — 3) > 0, se toma los intervalos donde — el "н (+), es decir 


I] ” 
<—%, 7 U [3.33 >. Luego la solución es: 
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Q2) Resolver la inecuación: |x-1 |° +2|x-1]-3<0 


Solución 


Completando cuadrados se tiene: 
(Ix-1141)^ <4 => -2<|k+1]+1<2 
< ЗАКЕ] 


€ -3«|x* l| A x + lat RA -1<x+1<1 
o RA2«x«0 ШЕ 


Q3) E NB 





Solución 


Factorizando se tiene: 
(Ix — 3] - 6(x 3|] 3)» 0 e (Ix-3]>6A |x--3]> -3) у (lx —3| < 6 A Ix - 3| < -3) 
> (kx-3)>6 AR) уф 
€» (x-3>6 v x-3<-6) A R 
€» (x>9vx<-3) AR 
€» (х<-3 v x> 9) 


La solución es |х E 90,3 


PAREY 





2-2 
Solución 
2 x, x20 
Por la definición de valor absoluto | x | 
= ЖЕ” 1, 


Si х<0 > |х| = -x, reemplazando en la ecuación dada sc tiene 
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áp 1 l 
: ! 20 нэ 5 20 Z= 23 20 < (x+ 1)(x—2)2 0, para x +2 
2-Х o x-2 
DD s MR 
де donde (x + 1)x—2)20 > m--1, 22 2 
como : 20 la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+) es 
x= 
decir: x € (€«-»,-1] U <2,+50>) Л «-ю,0| 


.. (1) 





5 x20 > |х| = x, reemplazando en la ecuación dada se tiene 











x= l Sw „ыз ий e 
2-х x—2 
51 P <0 < (x—1)x-2)x0 para xz2 


“(0 c 








Entonces (x — 1x – 2) = 0 > n=l, r, =2 E cer. 


-] т 
50 => la solución es: x e [0,+0> A [1,2> =[1,2> 


Como 





.. (2) 





La solución de la inecuación es la unión de (1) y (2) es decir: x e <-»0,-1] U [1,2> 


| Y 
65 eg Эвт 

















Solución 
| ТЭ X w^ I— x-- 4H 
Jasa" 553075 c ESL 18501 


т 8 i 
Para Хх +. 86 tiene: [3х + 2 s |x] 2х3] „ШЕ 
ә - 
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Nat NY А/с+ 








-7/3 -3/2 0 
|3x+7| =-3x-7 
a) six<-= > 4|х| =-х ss (2) 
Р [2x 43| 22x -3 


reemplazando (2) en (1) se tiene: -3x— 7 € (-x)(-2x —3) de donde 2x “+6x+7>0 


pero como Vx є К, 2x? +6х+72 0 


la solución es: 





: |3x+7|=3x+7 
b) Si E => on x ... (3) 
|2x +3 /(=752x 53 
reemplazando (3) en (1) se tiene: 3x + 7 < -x(-2x — 3) de donde 8х7-124) 


002-780 = (244742 5-а/7)80 





NT 7 
JE Y 
| em 7 7 
La solución 68: «——,-—» A («-w—i—1U [.|]—,49» 
u 3" 2 ( 2 (51 17 ) 
ч цан дан 
€) Si k' = ees ... (4) 


| 2Х-3| =21+3 
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reemplazando (4) en (1) se tiene: 3x + 7 < (-x)Qx + 3) de donde 2х° +6х+7<0 


como Vx є R. 2x^ +6х+7 > 0 entonces la solución es: 





13x 471 =3x+7 
х= х ... (5) 
|2x+3] 22x +3 





d) Si x20 > 


reemplazando (5) en (1) se tiene: 3х + 7 < x(2x+3) > 2x^ -720 


217-720 > (б х ma 47) 20 





La solución ез: 





luego la respuesta es: < a HU x ES ш U [ 5 d» 


1:-11-151,, 
i=|x] 


Solucion 
xel. s ax] . 8 x20 
Aplicando la definición de valor absoluto: | x -1 | ” 1 e| xd b s: ç 
|I-x. si x<l' =x, Si x <Ü 
í— Ç n "-- 
0 1 
а) Six<0 = lic ыг. (2) 
llx-11 21—x 
f x I -x-(—-x) | 
reemplazando (2) en la inecuación dada. EMIL 20 = сайн 20 
-(-Х +x 


21) =>x+120. Xl xod 





como 
x+! 
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La solución para este caso es: 





li xE x 


in SDax] >. 
llx- 11-х 


Нм... 


reemplazando (2) en la ecuación dada: 


|-x-x. 2x | 
-----20 > 
Г-Х х=] 





20 > (2x- D(x—1)2 0 рагах zl 


ahora mediante el criterio de los puntos críticos se tiene: 
- - + 
We 1 


La solución para este caso es: 1(04) > А (« = 
АЕ 


BENS 





| [Ix | =-=x 
c Six = s ...44) 
|х-1|-х-1 


reemplazando (4) en la inecuación dada: 


х= д 





l 
e sp 20 < х-1>0 para xz] de donde x > 1. 
-Х x-1 


La solución para este caso es: 





Por lo tanto la respuesta es: — б> 1 Ames sh LI u al 


(7) [247 җен hy 224.5] 








|202 -3x-9=(2x+3Mx-3 
Se conoce que: +, ( ! .. (1) 
|х®—2х-3=(х+1(х-3) 


Reemplazando (1) en la inecuación dada 
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12x? -3x-9| <21x?-2x-3| < |(2x + 3 Mx — 3)| < 2K(x + 1)(x —3)] 


de donde: [2x + 3] x —3|< 2 Ix + 1| x —3] para x 23 


se tiene: [2x + 3| € 2 |x + 1|, elevando al cuadrado: 


Ax? +12x+9<4x?+8x+4 — 4x<-5 de donde: 





5 - | 
x < P. Y luego la solución es: | 


| | 
I--21«1 


Solución 


Mediante la propiedad: (50 > -b<a<b 


l l 
|--211 => -11<--2<11 e о <13 
X X X 


mediante la propiedad: a« b«c < a<b A b«c 


ENG ET c 8 28 A 1 уз 





A A A 
Эх+1 o Ñ I3x-1. 0 
x X 
+ N/ - + NS š + 
A += 
-1/9 0 0 1/13 


La solución es: x e(« -o >U <0+00>) A (< -x20 >U < ee >) 





Bx + 215 рх + Ix + 3| 
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Aplicando la desigualdad triangular 


V x є В: Bx *2|7 (2х — 1) + (x + 3)| < [2x— 1] + |x + 3] 





Por lo tanto la solución es: 3 x€ : 


4* +2" 920 
Solución 


Se conoce: 42-25, )j4 t 
45-2"7-920 e 2% +8.2* -920 
2% +8.2* -9 200634 (2* +91(2* -1)20 
2*+92*-Dz0 © Q*+920 A 2*-120) V (2* Y9€0 A 2-150) 


€» (272-9 A2'21) V (2* <—9 A 2' sI) 


€» x e(R A [0,*2») V (ó A <,0]) 





Demostrar que: Sí x-a| SR = xe[a—R,a+R] 
Solución 
Si x—a|<S R > -Rsx-asR 
> a—R<x<a+R 
> xe[la-R,a+R] 


2) ^? 

эт LN O 1 

Demostrar que: Si [x * 4|] > | | pes 
£ 





Solución 


22 Tap 2x+3 3 
A la expresión - x expresaremos en la forma: | =2+ | 
y= xe y 


.. (1) 
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D 


Como |x +4|<] => -1<х+4< 1 sumando --5 se tiene: 


> -6<x-—1<-4 invirtiendo 

















| 1 1 > 
=> ——< < —— multiplicando por 5 
4 x-l 6 
5 5 5 
= =—=< 2 <—— sumando 2 
4 x+] 6 
3 2 De £7 
=> —<2+—<—<— 
4 х-1 6 4 
3 2x43 7 2x 4-3 "| 
A, < | h< 
4 х-1 4 y! 4 
Эцэс. 
E: 141 га 
X —2x—3j3 
Solución 
| 
2x--] К Es 
Por definición de valor absoluto: |2x -1 |=- | 
i-a. = 


1/2 
Si m => |[2x-—1|=1-—2x 
Reemplazando en la inecuación dada: 
1-2x +] 2x-2 
— C a SA NA 
x^ -2x-3 (х—3(х +1) 


para x + -1,3. Mediante el criterio de los puntos críticos se tiene: 
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” l 
La solución para este caso 68: хє« TO EP A (<-1,1] U «3.42 >) 











| | " 
Si xz— => |2x-1]=2x- 1, reemplazando en la inecuación dada 
AAA y A Sila sa É 
x^ -2x-3 (x 3)(х +1) mn t 
а » + 3 + 
Mediante el criterio de los puntos criticos se tiene: 4 0 3 


- l 
La solución para este caso es: х є E „t> А (<-1,0] U < 3 +0 > 


ES 





Lx? -x1-2 2% 
| x | -1 


Solución 


A la inecuación expresaremos en la forma 


x! -x|- х|х-1|1-1 
Ix -x|-24,9 e 1Х1х-11-1., ... (1) 
|x|—Í [х|—1 


Ahora aplicamos la definición de valor absoluto. 


_ [x si xz [х—1, si x21 А ls? 
Ix [= + | (0 1Х-1Е Ая | „л: Айрес 
[= x Si x <Ü [L= y. si x«l 0 1 


parax<0 >kx]=-x, |Х-151-х ... (2) 
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(а уэ TOFEL х 
x(1— x) 250 2 XX 2 0 ú (x 2+0) о 
-Х-1 x+] х +1) 
"ad ТЕ 
para x # 1, A со > x-25S0, x z-! 
x+ 


> x € <x.-1> U <-1,2] 
Luego la solución para este caso es: x€<-%,0> A (<-%,-1> U «-1.1]) 


...(а) 





рага 05х «1, > |х[= х, -151-х ... (3) 
reemplazando (3) en (1) se tiene: 


^ 
x(1-x)-2 x-x^-2 
MUSEE у = — > > 
х] x-1 Х- 





<0 >x-1<0 





š 
pero сото Vx e R. x —x+2>0 > 
k= 


x= | => x«l. luego la solución para este caso es: x e [0,1> A <-,1> = [01> ... (B) 
para x 21 = [xi-x. x —l|=x-—!1 


reemplazando (4) en (1) se tiene: 


ИИ ТИ Ё. ы, 79 - 
ze-u 230 T X^ = EX) = (x 200+) 0 


x —] х-1 x-1 
> (х-– 2)(х + 1)(х– 1) 2 0, рагах z 1 


Ahora por el criterio de los puntos criticos se tiene 


x E [1,+0> A ([-1,1> U [2,+%>) 
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Por lo tanto la solución general de la inecuación es: la unión de (a). (B) y (y) 





| 40-36 1-8 


СЕ 
|-А x^ 


A la inecuación dada expresaremos en la forma. 


|14х-171-5, " AS хал ИТ 
ра m 1—|х | 
Aplicando la definición de valor absoluto: 
Dx 3) 20 PS si x24 4 : + 
IE; le =; | 
I=x si x<0 (4-х si х«4 0 4 
Parax<0 => [х|=-х, x—4| = 4—x О) 
-x(4-x)-5 x!-4x-5 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: OEA e р = NS NC 
1+х х +1 
ucro en para x &-l, x -520 > x25 
x«l 
La solución para este caso se tiene: x є «-,0» A [5,+0> = 9 ... (a) 
Para 0<х<4 => |k|=x. x—4|2 4—x ... (3) 


Reemplazando (3) en (1) se tiene: 


x(4-x)-5 Ax-x^ шш x^ 4x5 
( c) zi. 28 4x —X "— Y AX: 3... 
1-Х 1-Х x—] 


0 


| 
como Vx e R. х -4х-5»0 > perii жуу 0 x] 
Х- 


entonces х > 1, por lo tanto la solución para este caso es: 
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-. (В) 





х є [0.4> A <l,+20> 
рага x 24 > |х| = x, x —4|= x—4 ... (4) 
reemplazando (4) en (1) se tiene: 


xo -4x-5 





х(х—4)-5 0 X х -4х-5. x 


1-Х 1-Х x-l 


20 


para x z 1, (x — 5)(x*1)(x—1) 20, ahora mediante el criterio de los puntos criticos se tiene: 


YE AER 
1 1 5 


la solución para este caso es: x є [4,+00> A ([-1,1> V [5.+oc>) 








0) 
14:18 20 
8Х-19-х | 
Solución 
A la inecuación dada se puede expresar en la forma: 
|2 =x | =x” lx=2|-x" | 
— —r < Ü — < Ü (propiedad del valor absoluto) 
&x |9—x | 8x-|x" -9| 
cT AN b жы. 
LE AE аб |Odx-c2]- 00 .. (0) 
Spi Sm + 3 || x=34 
ahora aplicando la definición de valor absoluto. 
х+3. x2-3 [*-2'^. «m2 x-3, x23 
eie ‚ Ix-2| =! .1х-3| 4) 
[7-x-3. x« -3 12-х ; Nc» 13-х , x «3 
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--9Ө---Ө---Ө--Р 
-3 2 3 
Si x «-3, > |x +3|=-x—3, |x —2|=2—x. x —3|= 3 —x (2) 


Ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene: 


2-£-£/ РээлЭР" e Aj 
Sx-(-x-348—x) N 8x+(3+xM3=x) ` 
„жаен. ‚2 — > 
сае 364 0 <= n Ce < Ü 
8x+9-x? x^ —8x-9 
(x - 2)(x - 1) 


< 0) + 2 Mx — D(x—9Mx + 1) < 0. -1,9 
222051) €» (х + 2)(х – 1)(х – 9)(х + 1) x # 





ЕЕ = —IWUI WKFƏ—— 
- 


М = \/ + VEn 


— ÁA 


-2 -1 1 9 
de donde x є [-2,-1> U [1,9> 
La solución para el caso en que x < -3 es: x є ([-2.-1> О [1,9>) A <-0,-3>= $ 
para -3S x«2 > |к+3|=х+3, lx-2|22-x, Ix —3|= 3—x в. (9) 


reemplazando (3) en (1) se tiene: 





“s уу? - 9 

2-x-x a ж 2 Х-Х e — q ФХ 2 >0 
&x -(x € 3(3-x) 8x -9 + x? x° +8x-9 

2)(х -1 
AA €» (x-*2)x-— 1)(х + 9x — 1) > 0, para x + -9,1 
(х+9)(х - 1) 
(x*2)x49)x-D? 20, x z-9,1 t - + 

-9 -2 1 


de donde x є <-%,-9> U [-2,1> U <1,+oo> 


La solución para este caso en que -3 < x < 2 es: 
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x € (<-20,-9> U [-2,1> U «1,*o»» A [-3,2> 








.. (а) 
para2<x<3 > к+3| =х+3, |x-2| 2 x -2, x 3|= 3-x ... (4) 
reemplazando (4) en (1) se tiene: 
e 09m 2 „мы. >а „= 2 шин > 
CAR A" zs A a EE 
&x — (x +33 —x) 8x-9+x* х? -8x-9 
como х -х+2>0 VxeR > ЗЭР ТҮР! 
x^ +8x-9 
| l 
——— t = — Ü 351 (+ Mx I) 0. х z -9.1 
x^ +8x-9 (x * 9)(x -1) 
ba. Ga MIC, 
-9 1 
de donde x є <-%,9> U <],+ о> 
La solución para este caso en que 2€ x < 3 es: 
x € <-0,-9> U «1,*»» A [2,3> = [2.32 ... (В) 
parax23 > |x +3|=x+3, lIx-2|2x-2, Ix-3|2 x -3 ... (5) 
reemplazando (5) en (1) se tiene: 
=J ү? 29207 2_ 
Х-2-х W ж: п 3, À x+2 « 0 
8x —(x +3)(х—3) 8x—-x^ +9 x" -8x-9 
como r =b, V k = — ЖР 
х —&x—9 
— M f »£* J 
| + - + 


—— 0 > (x-9)x*1)s0, x z9.-1 
X ` —8x-9 -1 9 


de donde x e «1,9» 
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La solución para este caso es: x є <-1,9> A [3,+0> = [3,9> ete (y) 


la solución es: x є [-2.1» U «1,2» U [2,3> U [3,9> 








G?) (225 араа 
х-! 














Solución 
x43 x43 
| | «Ax 43 © (41+3>0 A -Ax-3« « 4x +3) 
х-! x+1 
c болн A (ie diu E A "t ане а 
4 x+] 1 
es A 55 Дэй PEN 
4 x41 x41 
2 
жы, (аан А eH +4х+3 0 А, a ив, 
4 +1 224 


<> sE A (E A A ЗА б, 
4 Socr 1 


puesto que 2x? 4 4x 4 3» 0 


Ip ad CE) 


-3/2 -1 0 


-3/4 


Ne NETT лг. 


-3/4 -3/2 





3 
X цайж > A <0,+00 >=< (0, +00 > 
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Gs) x " mE 
|x" +4| ^ 


X x44 








Solución 
Aplicando la propiedad: V x € R, х? 20 de donde 


X э 
x"+4>0 A x"+x+4>0, entonces 


j > 5 
|x?+4|=x" +4 luego reemplazando se tiene: 


X Х-3 
2 > zi - a жх? +х+4) > (x -3(x? +4) 
x +4 x +x+4 








> ху +x? +4х> x? -3x? 4 Ax -12 


o x!»-3 2 VxcR 


ХЇїх1-1-12: 1-х1-31, a o 


Ix+2|+1 1х-1144- 11-4 
Solución 


-1-12 1 -3 
PU CN [ГИ rm x > 0 , entonces 
|х-21-1 |х-11-4 


ХЇЇ М201-25 үре ре 


20 A 9-x20 
Ix -2| 41 Ix -11 44 
х||х-11-12 , 114131 A 9-220 
|x*2]41  |х-11+4 
nre x19] 


además como — 20. entonces: 


|х-11-4 


Х1| х1-411-12 , llt-x1-31 
|x+2|+1 | х-1(-4 


20 ^ x<9 de donde 


x || x | -1| -12 


20 A x<9 como [|x + 2] Í > 0 entonces 
[x-2|-41 
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x|ix-1|-1220 A x<9 ... (1) 


2 


0 
, entonces 
<0 


мар | dp d 
Por definición: |х [= < 
жй... X 


six<0 => х|рх-1-1220 => хЇх411-1220 


| x «1, x>-1 
como |х-1| “| мн” = x є <-00,0> = «-oo,- 1» U [-1,0> 
— X — " 20 — 


Six € «-o,-]» > |х + 1| 2-x— 1 como 
xx +1|-1220 > -x^-x-1220 > x° +x+128S0 
> J xe Ё, іа! que x*+x+12<0; por lo tanto ф 
si x € [-1,0> > x +1|=x+ 1 => x(x+ 1)-12 20 

à ES - — 
x +x-1220 > (x+4Xx-3)>0 *— 
Luego x e [-1,0> A <-©,-4] U [3,+ >= 6$ 
Ahora si x20 => x|x-1|-1220 A x<9 


> x(x—1)—-122 0 Ax<9 


> x!-x-1220 A x<9 > (K —4)(x +3) 20 Axs9 
> Жж A MA рэн бн 
-3 4 9 


x є <-0,-3]U[4,+0> A x «9 





x є <-0,-3] U [4.9] 





^ como x 20 Ax e (<-00,-3] U [4,9]) 
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l 
I— us 





x+1 T | 
Solución 
1 1 х 
1-1-1«1-2-5--1 MISERE 
a. х^ +2x+1 Ix+11 |x+1] 





Е. [xl para x= -] > ¡al de donde 
Ix*l [x+1[ [x +1| 


Ix + 1|< |x| para x=-1 > x^s2x41«x?, х=-1 





2x +] <0, xx-] = х<-—,х=-1 





х +] xl 
1—1 -2|—— > 0 
х+3 x+3 
Solución 
x+! x+] 


Completando cuadrados se tiene: | 5-2 | ES |-1»1 de donde 
x+ 


x+3 








(Ae а Оа ЖЕ 
х-3 x43 x+3 
ih а а о о 
х +3 х +3 
=> peee; — xt.) V xt, 
x+3 x+3 x+3 


х +1 x+] 
>0 v 42-40 
X + X + 





251, 554 


х-3 x+3 
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1 =2 














Solución 
pP 1-2 e ejes 
X x 
PA O „ 535 
x › ҹ X 
a эг РТР ИРТ 
X X 


ав A ay A 30 
x Х 


0 1 0 5/6 


xe<01] A re<—a0>U «ёоо» 





————————— 0 ¡q — V  nCC@2Á= ———— 
0 5/6 1 
O P r n AOVh 


La solución es 





X 
(43) 1577-1059 
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Solución 


X 


X 
| 1-0 e os <] 
IEN par ] 24x -1 





7 СРЕГ 


X X 
« 21 e 0£—-— A E .. (1) 
24x –1 24 x -1 24 x –1 





la expresión esta definida para 24x -120, x20 


24x +1 > 4x21 > xe 
; l l 
Por lo tanto analizaremos en: [0, x >U < 7 90 > 


: ] | a 
51 хэ entonces en (1) se tiene: x20 A x «24x -1 


x20 A x-2Jx 41«0 


x20 A (Jx-1? «0 эхєф 


si 0<х<-- = x<0 A х>2/х-1 > «x0 A (dx—D?>0 


> x<0 A x20 S x20 


(1-х 1] > 0 
Solución 


[I-x]]0 > [—х|]>1 e -x21 
como -x21 = x <-1 = xe «-,-1] 


[| -x|]] « 0 
Solución 


[[-x[] 4*0 © -x<0>x>0 = хє <0,+> 
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[I2x -1]] 2 -3 
Solución 


[|2x-1]]=-3 => -3s2x-1«2 
€» -2<2x<-] 


<> dira > sabios 
2 2 


— 


1 4/х +11] =-1 


Solución 
[Ix +11] 2 -1 c -Is4x-41«0. La solución es $ puesto que Ax 41» 0 


2 ] 
2 овна 
[х= -2x-8]] > 


Solución 


l : є 
Сото > gZ = no tiene solución. 


[x – 1010) = 0 


Solución 
П-/х-0х11)-0 © 044/х-0х1 «1 
€ 0<х-{[|х|]<1 
e [|х]]<х<[|х]+1,ухєК 


[Ix^ [] «15 
Solución 


[[х°|]<15 > [х*]<16 > x?«16 = -4<x<4 
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€p 


| х2-2Х-31-0 
Solución 


[x^-2x-3]]|2]0 <= 0sx!-2x-3«1 
Üsi'-2x-3«1 «€ 04x/-—2x-3 ARX" COR EN 


© (x-3(x+1)>0 A (x-1)? «5 


B ! + 





A - 5-1«х«4/5-1 


€  xe<-—o,-1JU[3,+0> A xe«1-45.1445 > 


e 





1-45 -1 14-4/5 





Х 


[| —x 1) 


«0 





Solución 


X 


[| —x 1] 





«0 © (x>0 A [l-xl]]0) V (x<0 A [I-x]1]> 0) 


€» (x>0A x>0) V (x<0 A x<-]l) 


S (х>0 V х<-1) 





x+|<x| 
1x EHI х [] 


Solución 


x,x20 


Se conoce que |х |= 
—x,,x«0 
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? 


i) six>0 = RN мш за 
х—[|х |] х= [1х |] 





x x-x*[Ixl] . xl y 


-15 < 
llo || 2-Р x —[I x |] 


JS > ((х]>0 A х-Їх1 50) V (1х0<0 A х-Їїхї 20) 





< ([Ixl]20 A хє х) V (Пх[]<0 A [[x[]2x) 

€» (x20 A xeZo) V (x«1 A xeR) 

> (xeZg) V (x«l) 

< xe <-20,1> 7х € <0,+о0> А (<-00,1>) = <0,1> 


i) Six<0 xeZ => kx]=-x 


a 
“ӨГЧ |] 


42 >052 = x«0, xeZ ва Z 
AxeZ ` U<0.1> 


Demostrar que Vx є R: |x P х” |] 


Solución 


Por propiedad: V x e К, || x|]< x <[] x |]+1! 

SixeR > LER, 

Luego V x! eR: [|x «х <[|x?|]+1 => [x s x° ... (1) 
además Vx e R: x <|x| > х < |х? | ... (2) 


Luego (2) en (1) se tiene: Vx e R, [|x |]<х < |x > х «(х 


y \ y) 3 SEE 
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65 


[xt] x 3] = x 


Solución 


Se conoce que [| х ]є Z entonces como [| х[х ||] =хє4 
Esdecir x eZ > [Ixl]=xeZ > xflxl]eZ 
Luego: [Ix[lxllll=x => [Ixxl]-x 


[x^ |] = x > x° `=x >xx-1)=0 >x=0,x=1 





por lo tanto [[х[|х|]|]=х = 


[| ix 1l] «2 


Aplicando la propiedad [| x - л |] 2 n *[|xl]]. ne Z 
[(IIx|*1] «2 = [Ц|х|[]+1<2 => [I]x1[]<1 


como [|| x|)<! => Ix|«1-2-1«x«1 





3х +1 
———||<3 
[ 3:-2. 


Solución 


Aplicando la propiedad (|х1|5а => x«a-*l 


(енш 5 3х41 24 е? 3х41 60 
3х – 2 3х-2 3х-2 








3x+1-4(3x-2) 3x+1-12x+8 
O) > — T R F 
3x-2 3х-2 


0 


-9х-9 х-1 
————e0 2» 
3х-2 3х-2 





> 0, aplicando el criterio de los puntos críticos. 
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| ., ” 9 
Como la inecuación es > 0, entonces la solución 68: хє« е > U <1,+20> 


ЇЇх”-2х-22 РА Е 
Solución 


Por la propiedad: si [|x|]<a => х<а 


| 2 -2х-21 <13 => x^-2x22413.—- х?-2х+1<16 





(x-D* «16 > 4A<x-1<4 > -3<x<S5 


2[1x+11]4 - 114] x4] s 4 
Solución 


Como [|x+1|]={[|x|]}+1 entonces: 2(1x1]+1)? -rie |JJS—-4 desarrollando 


Дх] +4] x p] 2-11 x I] « 4 


XXI. 71514650 > QUxü-3XHixü-250 A—t—V— V. At... 


3/2 2 








como (A[|xi]- 3((1x]]- 22 < 0 entonces: [ix let 2] zgs2 x3 





[12x-1x11]=x 


Solución 


Se sabe por propiedad que si [lal]eZ A [lal]=a => ає7 


Luego como [[|2x-|x|]]2x > x eZ > 2x-|x|-x 


De donde |х| =х > xeZ; 
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PO l X 
6) mn 


— VN. Ty 


і 
|< х 





Solución 
Calculando los valores de x en donde la expresión esta definida, es decir: 


rre A x20 dedonde х є [1,+о0> 
Р 


| 
ahora calcularemos | | 2r | cuando x € [1.*o» 
X 
como x € [1,+x> — x2] => 2x22 invirtiendo 


l | | 
0«---3-52-:1-1 0, por lo tanto: 
эр [i 2x |] po 


A =k. s jo- E es =s [Es 
2х ( х X X 


x-1 x-1 
como | «Ax > Tc<x = x*-x+1>0 
x k 





como х? -х+1> 0, Vx є R entonces para х є [1,+0>, х? -x41»0 





Por lo tanto la solución es: Ё Х є [Lees ` 


log, 4(2x +5) < 2 
Solución 


Aplicando la propiedad: log, x «b si 0«a«1 => х>а? 


Ww 
log, | (2x+5)<-2 <> 2x «32:009 - 


nx. 
M 


= 
8 D 
Ч 0000009005 ie 
* Fata 11.7, «сэр Ж Эд ү, 
EC т xod Tua, 
> y х Ор 
Y ух 0 


2x +5> 9 — УД BASI" 55 


ч PUTET UD n RAR 





log, (3x + 2) — log, (1 —2x) > 2 
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Solución 


log, x>b,a>1 e х>а? A x»0 





3x42 
log;(3x*2)-1og,(1-2x)»2 => i )>2 























2x 
MA 582 ps 3х+2 0 A 3х+2 52 
1-2х 1-2х l-2x 
2 3x+2 0 A 3X+2 40 
2x-1 1-2x 
m 3*2 o A Пх-2 o 
2Х-1 2x—1 
а = + 
š 4—— 
-2/3 1/2 
хє<——,‚—> А масс 
1122 





(64) log; (2x? —-3x4 5) «log, s (x^ 42x41) 
Solución 


log, Р(х) «log, О(х) => Р(х) > Q(x) А (P(x)» 0 A Q(x)> 0), 0«a«1 


l 
ору: (2х2 —3x+5)<log;,, (x^ +2x+1), 0c «1 


RO ха x uw А Qx! -3x45»0 A x? 42x 41» 0) 


x! 5x 3450 A xz-l 
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153 
(х—4)(х—1)>0 A xz-1 


x € <-x.]> U <4.+>> xz-l 





X3 
log, (- —)»1 
x-1 


Solución 


La variable x debe cumplir x » 0 A ik 





> () 
x- 
——————0 O 
=—— n Ó T.-<._ A Wii 
-3 0 1 
QO 





Como х > 1 aplicamos la propiedad: pS => Fri а 
X — 























>x mx 
X- 
x+3 1+3 x*3-x5 «x 
Dey com» -—x»0 > —————-»0 
x-1 Х-1 x-1 
a _ “> + Р + 
2x3 4, _, (х-3Зух+1) o V V V 
x—] х-1 -1 1 3 
x € <-x,-1> U <1,3> 
La solución es: x є <1,+20> Л (<-20,-1> U «1,3») 
Hallar el menor de los numeros M tales que: БЭ SsM,six є [2,5] 
Х-- 
Solución 
-9 3 
“T? -]-—.., como x є [2.5] 2 2<x<5 
x—6 x—6 
| l 
-д<х—6<-] > -l< $ -— 
х-6 4 
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26452) om д литр š 

4 x -6 X 

e a so 

5 x-6 

x^ 4 | 
Hallar el mayor número М de tal manera que: RM . Si x € [-2.2] 
x 42 
Solución 
x"+6x+14=(x+3)7 +5 entonces: sixe[-22] > -2<x<2 
1Sx+3S5 > 1S(x+3)? «25 de donde 6€(x43)* 45x30 
6Sx*+6x+14<30 ... (1) 
como x e [-28] => -2<x<2 > -831 55 
; ] l | 
1950 +27<35 => — < < — e (2) 





391-0 +27 19 


6 х2 +6х+14 30 
ае (1 2) se tenem -———sÉ—h 
жа 35 х? +27 19 


| |x +6х+6|. 6 
Au - ЭБ 


— 





l 
Hallar el número mayor de m y el número M tal que para todo x elz 1] se cumple: 











x+2 
m < < M 
x+3 
Solución 
e, X+2 "E x2 ] 
A la expresión —— escribiremos еп la forma: -1- 
х-3 x+3 x+3 


] ] 
como x St ES p <х<1 sumando 3 





© 
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cs l | 2 -— 
1 £x+354, ifivirtiendo — < — < — multiplicando por - 1 
2 4 x+3 7 








242 Е 2221 sumando 1 
7 x+3 
„дй. 
x+3 4 
de donde an =. : yM ыг 
141 EJERCICIOS PROPUESTOS 
) Hallar los valores de x que satisfacen a las siguientes ecuaciones. 
7 
(1) [2х+3|+4 = 5х Rpta. € 
4 
(2) 13x-1]=2x+5 Rpta. (-—.6] 
(5) Ix? -4| 2 -2x 44 Rpta. 10,2,-4 
X 4 

8) SS Rpta. (2.224242 

x -1 X 
(S (х-42-21х-4|-15=0 Rpta. {-1,9} 
[2x * 9| 2 x—1 Rpta. ф 
(7) 1х°-3х-7|=3 Rpta. (-1,-2,4,5) 

х +8 | 
=] =3 Rpta. (-5,-2; 

x+4 


Bx + 1|=7=x Rpta. РЕ 


л 
ON 


& @ & @@ @@ 0 © 00000 @ @ @ 


|x? «2| 22x *1 


|3x—5|+x—7=0 


|5x-3|=|3x +5] 
|2х—6|=}4—5х | 
|6х + 3 |= |18 + х | 


| 3х 1 |= | 5х – 15 | 
5х +3 | = 3х – 1 


|х7-11-х|-х 


|2x-3/|+2=|x-6| 


13x=1]|-1x+2|=1 


Ix -4[* —5|х-4|+6 =0 
2|x?^ -2|4526|2x? -3| 
|6x+3|=]18+x| 


31|х411-41-51х411-41-2 
1 51-31513х42| 
lx 4421-11-51 х-421-11-6-0 


|2x -3]- 1 2|x -3] 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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{1} 


i13; 


j 
e 4 4 


T 
Ç | М 
-|5 


(292) 
ф 
йк L TT 


1 
Lj al 

í 3! 

1 

мей 

{ 27 } 
(1,267) 
{+-/[2 „+ 2} 


{-3 i3 } 


1-7,3.1.5) 
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@ @ @ @ =@ @ @ @ 


© © © 


© 


Ilx? -5x+15|-1? +8|=3х+9 


|Ix+1|+2|x—2|=|x—&| 


3Ix*1[-2|x-2|22x-] 


241x:5:5427* 211 х-321-21412-40 


Hallar el valor de las siguientes expresiones: 


124 5x17 |12— 4x | 
X 


Si x € <l,3> 


|7х-4101-15х-410)| 


sí x є <0,1> 
2x 


|9х--81-12х-8| 
x 


sí x e«1.2» 


12х-31-13-х| 


X 


si x e «0,1» 


[5x -20|-|3x - 20 —X t€ 
x 


6x+32|— 4|8-., 
безл l si x € <-3.-2> 
X 


4х+1]—|х—1 А 
Каас cipe si x e «0,1» 


A 
17x+21|-13x+2| 


- Six e «0,3» 
X 


-381- 2 
cele Si x € <-5.-4> 
X 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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2 
E 8} 


(3.71 


11 


-6 
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|5х+4|—|4-+4х| 








(40) 51 x є <0,3> Rpta. | 
X 
HI. Resolver cada una de las siguientes inecuaciones. 
pue | «4 Rpta. ТЕ НН 
2х—3 9 
6-5х ] 9 5 
s = Rpta. [—,— 
EU g 
| | 
|44—| «5 Rpta. <= ашн > 
x 


Rpta. [-4.-2] U [2.4] 


© & © © 
з 


сг "ш се! ES, Rpta. [-5.-1] 
| | 1 

5--414«| Rpta. <—,—> 

| v P 6 4 

"тэ ж Ера. [-3-24/2,-3+24/2] U [3-–24/2,3+ 24/2] 
Х 


Rpta. < ao mU т? 0» 
? 6 





© © © Oo 











+“ 
| Lr 132 Rpta. "B Меч. U Ba d 
6-3x 2 4 
аша 
(50) | = 126 Rpta. Pia у, Z. 
кен 2 4 
x—] l 
GO ¡E Кра, «—e0»U <0.—> 
x 2 
G2 рах |> 2 Rpta. <->,1> U <1, х» 
Х- 
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© © @@ @ @ O 


@ 
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- 1 
je rd Rpta. < —>,—3 > U <3. UL > 
3+x 2 13 
2x-5 
| 1 ES Rpta. <->,1] U [3,4> U «4, о> 
-xX 
| a > |25 Rpta. [0,3> U «3, о> 
—2x 
53224 
[——3|5-6 Rpta. <-2,2> U «2, х» 
x-2 
| x —4|<-2x+4 Rpta. <-4,0> - 
x+3 & 
| ;! 5-х Rpta. < —022 - A17 >ü 3214242 > 
x+2 
х+3 
| | <4x+3 Rpta. «0, x» 
x+ 
А 
Ix — 2| < 2х Rpta. <—,. > 
x` —9|—-2 
ELO Rpta. «4o 1,410 +1 > 
x-+5|+5 
3х-9| <х + 1 Rpta. <2,5> 
ASS Rpta. «6, o» 
x x— 
x^? £3x | 3x? -2»0 Rpta. <—— UL. 20 > 
x+3 
16 » 1 Rpta. <-20,4> 
x+l6 x- 
4x7 -8x+4]<4x+10 Rpta. (3-415 34415, 


* 


2 2 
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& O 


68 


@ @ @ 


У) 


2) 


Ix+5]|>2x-3 


| 2x - 1| +1 
= > а 


Е 0 
x^ —2x-3 


a) 


b [4х3 |>х+2 


|x? —-4|>—2x+4 


Px+1]22+x 


|4х + 3)>x +2 


Bx + 8] > 8х — 3 


Demostrar que: 





a) Si|x]<3 => 














{ x-3 5 

c) Sil|x|<2 > | ez 

x+4 2 

Perseis r 455 
х—1 

x—3 3 

Si IxIl«3 => < = 

g) Ix | mi. 1s 
Ub Зайл duc ый 22 
8 х-4 6 


k) Si|x-2| <> > |x” -4] «215-21 


d) 


h) 


j) 


l) 


Sabiendo que: b > 0 y |x -—a |< 2b probar que: 


Eduardo Espinoza Ramos 
Rpta. <-20,8> 


Rpta. <-1,3> 


Rpta. < e. >U < 5,0 > 


Rpta. <->,-4> U «0,2» U «2, о> 


Ера, <-0,-1] U [1, х» 


Rpta. <-0,-1>U < = „© > 


Rpta. < —,— 
p d 








3 
Si Ix-3|«1] > motto n 
5 х41 3 
SELL ¡ss 
x-2 


Si |[x-2|«1 => |x?*-4|<5 


l l 











Si |х-4|<1 = =< <] 
P. yK — 2 
SENT MN o 22 
X*3 2 
Si [x-5|«1 > ГА. <] 
3 x-3 


Sistema de Numeros Reales 


© © © @ @@ @ @ @ @G @ @ @ A 


@ 


Demostrar que si х,а є <-w0,-1] U [1, о> entonces: 


Y 
2 


r. 7 
2-р + 312152 
| х1-2151х7| 
ОДЕ 3 y =? |= ао 
[x-1l* 4321x-1|-3«0 


xa" 22]: —2.| 45550 


> 15 
х| +|х{<— 
Ix] +] x] 2 


2x |x [P +I x| 
lx? 11? - 1x? 52008 


122—3[2:=3 |23 [1860 
|x-Mf + 5х -1|—-⁄6> 0 


x+l > х +1 


- —2|——-]|>0 
pm — 





I[x—1|>|]x|—2 


|x—3|+2|x |< 5 


x^«*2|x$3|-10 «0 


|ЖЖ-51-1х-21-1хГ 27 
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| 1 
---8 Хх-а| 
х d 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


-1<х <] 


<-2m,-2] U[2, > 
«-2,6» 
«0,2» 
<-3,7> ` 

3 
<——.—> 

2 
<-©,-1] U (1, => 
х =a B 3+ 413 ] 

D lt. 
<-0,-3> U «9, > 
<-00,-3> U <5,+о0> 

7 
« —5.—3 > U < же ы > 
К 
ЦЭВ" 
3 


1-417.-14-451 


< 20, /6 JU[24/2.+00 > 


16 


N 


@ @ @ @ @ `@ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ 


x?^-|3x + a wash) 
|3х—2|<]х+6| 


Ix*2| « |х 


|3x? —2х+1| > TX ҮХ-7| Rpta. 
(ae [ASES d 

|2x^ —4x—6|2 |2x” —3х—9| 
[Ix+6|>|x+9|+|x-2] 

| хк * 2|2]x—1 [*3|x * 1 | 

| х” ey р ex^ 392514 


[10-3x«x* |< [х2 4x -6| 


|12x^ 4x М (2x7 йй | 


Ix—-6|-[x-3ls|x- 1| 


((х-1[+|х—2[)((1—-х]-[х—2|) s x? -6 


2 


| Ix 3| 


|< 








6—3x 


$ P x+12 


х-3 4 








| Rpta. 


2x+1< 





|х--2| 


Eduardo Espinoza Ramos 


Rpta. < —>,—2 — 4J2]U [1 + 43 + > 
Rpta. <-1,4> 


Rpta. <-0,-1> U <2,+00> 


 1« 4481 „у 214481 22 
12 12 5 


< =D, 
Rpta. «-2.2» 
Rpta. 


Rpta. $4 


Rpta. | 





Rpta. <-0,-2> U «3, œ> 


Rpta. [4, о> 


« TUR >U «0, 


42 


Rpta. 


Б? 


Rpta. < UE +© > 


Rpta. <-20,-1] U (3, x» 


Rpta. ai m U E 3430 


35 7' 35 | 


3433 


33 
32 4! 





< —00,— с 3>U <3.4] 


Rpta. < —o.—2 > U < PRI » 


Sistema de Números Reales 


5 
x x+] 


3 
< 
|2х—3| 








X 
J I v| 


pst 


x 





|х-21-6 


ral zô 
Ix-x^ 1-2 


Ix | 


1-1Х| 





l 
S ens 
X 


[2 | 











£ 
1—12 {+3 | 
PE 


x+] 


] 
з m — 
xo +1] 


X 





24 


Ка i6] 220 


kx s 
12x? +10х | 
| 4x | 


< 3x 


x+4 x—2 





Гүсэн | хн 


| 
> X 
Ix 





© © @ © © ©\®@ © © @ @ @ 


Rpta. < —o,—-] > U < -1,0 > U < 


|x -2x - 48| (|x^ —2x[|—|x—12|) «0 
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Rpta. [ 


1345418 -13-5413, 
“Эр » аг Q 


2 


1 > U < 1,+= > 





45 -1 
2 
Rpta. (-6) U<-4,-3] U [4, х» 


Rpta. «2, x» 


En 


Rpta. < –оо,0 > U [== 


Ера. [-1 -46.— > U «bee» U «2,0» 


Rpta. [-1—47.—/6] U I+ 47.2» U [46.9 


Rpta. «0,1» 
4 
Rpta. < —,-4- Ute 1>U <1l +0 > 


Rpta. [1,+00> 


Ера. R — (-2) 


Rpta. < 0,42 > 
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? 
— 5 
| йшй, 11 Rpta. УхєК—{——} 
12x +5 | 2 
Et 
Ix+1]-21x]+3]x-21|<6 Rpta. Sw? 
3-|х7 -Axl 40 | Jg; ds 
—= Rpta. «—2 – 4/7] U [13] U [24 47,42» 
Ix -5| 4x 
5 ta 
3{2х+6|-|х+—| 58 Rpta. <-=0,-3] U Al U ci ceti 
X 
Ros 22272) «0 Rpta. [-4,-3> U «3,5] 
x—3 9 — x^ 
х-1 l 7 | 
ШЕЕ A LAN Rpta. < —2,—]- (1! 
халь х?! 2 
х+2 | 2 
Sa] Rpta. [—/2.4/2]- (0; 
X x-2 
Lm Sa LET Rpta. <-00,-1> U «-1,2» 
|x -x|22 
3 2 
EL ul Rpta. <->,-4] U [-2,2] U [4,+x%> 
| х141 
sal ыг"! Rpta. <-4,0> U «0,45 U «57» 
4-1x] 
(Ix 2|] -|x-2](1—x|-|2-xp z x* -6 Rpta. [-1,3] 
2 
[x—=1]-]x]+]2x-3|>x+2 Rpta. A 
4/х-11-3-4/5-1х-40х-11-34-/5-1х-41) S 11-6 Rpta. [4.7] 


Sistema de Números Reales 


& e @ @ O 


138 


139 


141 


) © © 


= 
+ 
dan. 





([х | +2)(| x 1-2) x? +4 ї 
((х? +3|-4х)]х? +5 


0 





3|х|—х | 
НЫ 


x4l х +] 


| 
ск! >2 
х—3 


(х+3)(х—5)|х | -0 


[x 2322 
3x-x? 

|—— 2x 
x42 


Cluster LAN 
Ixl +2 


(1х |- 1002х + 1)( x |+ 3) 20 
[6x7 49x -3|«| 2x? -9x +2] 


|x” = 5) - |°? — 54410 


(1х:-2141х:-311|2-хХ1-13-х))2|х7-1| 
(Х3-2144 
х-2 


<3 


|x—6|—x+|x+2| 
— T< 
x-2 


3 


| Х-41-12х-3| 
|х-11-1 


«2 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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<-00.-2] U <1,2] U <3,+00> 


< 14 > —{3} 

353540 

<, 1-12 
2 

<-3.0> U <0.5> 


[-1,- sa > 
2 
l d 21 


AV m > 
2 


[-3,-1] u [1,3] 


KEE) 


«-oo,4] — 1-2) 
Ч 
< -0,2 > U й 


<0,2> 


e 
D 


@ @@ @ @ @ 


@ @ oO @ @ @ 
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[x Sie el 2 Rpta. <-20,1> U [3 +> 


x-1 


Х-81-х41х-44 3 
=. | Р Hao „> 
x42 2 


[441-3 - 2—| x] 
5-Ix| |x]+1 


(x71 23 -45-1x-4 DG] x 711-23 € 45-1x -40 $ x -6 Rpta. [4,7] 


4/х-21-4-46-1х-3114Ї Хх-21-44-/6-1х-31)5|х-21-5 Rpta. [-3,-2] [6,9] 


mpm ЛЭН. pe 


|x—1| [x^ +4] x^ +x+4 








I3 13 
Rpta. <-—S5,-—Ju[— 5 
pta. < 117 > 


Rpta. < -ө 312 (501513 > 35 (3--17) ло» 





A a wpeI-ll. 2: Rpta. [4.9] 
|х-21-5 Ix +1| 42 
2 2 2 
EU 2 х-12 
E A x PA 
8х-19-х | [x?+x+1| 
1 282 К? 
T ] 55 x° -3x+|x-1|+4 m 
|х1-1 |х-1|-х2-410х--:27 


4х? -9 


—9 cu Mr SÉ 
|x -z|(x^-5x-46) 


[x + Za 34ни 2-4 аа 


MTS Зэ. Мэн 
|х--91-3 
Ix? -I| 


-aa " 
(x - 2)(x — 4) 


Ix | +1 


© @ @ @ @ 


Sistema de Números Reales 


|x+5|—4x+|x- 2|. 
| x^ +2| 


[x +2 | —x° 
— TSS . 


|х+5 [+8 
[3x «2| x? +5 
аш — э. 
—x"+6x-3 
2 2 
|х-2| 2 X 








aeti 4-1 "4 


@ @ @ @ @ @ @ 


< 0 
“Ei 
x^ 48-— Ён =2x- -131, 
| 9- х? |-8х 
1 Л 
^ ad 
E E +4 од 
[x7 -3х+2 | 
^ dip ЭР цан 
176 ХЕ EJ 
llk pel] 
(78) 10120 
oA 1Х1-1 
26-17 3 
— ica k, р 
|x -2x-15|-x* -3 
|x? -x|-2|x? cosz |+] 
ONDA 
x" —3x—6cos TT 
l+x 
¡A E 
-Ar+8 


|x1+4| x(x+2)+2(x+3) 


== 

e 

ыы 
a 
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==, 
e 
~J 


© Ө © 


3) 


DG 


© © 
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11Х1-125Х 4311 5ү1х1-12х4ж21 


Ix^-4|48 »1х-2|44х 


|3x? PE s 


х? +5 


|Ix—1|]|-|x+2|+|x+4|<8 


Ix^ —16| „жый 
х+4 — [x-l| 





|4x — цан r 
TU 


20 


х2-1х1-3 
< — ——. 
1+ |х | 


EPA 2 
(х-21-2 


4 « 


[x 3| 47 х 
Ix 43|-2 


20 


[х | 
Il x1—4] 





>2х+] 





 х| +1] 


1-1х | 
x-3 


| |[> 2 
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= 
oc 
c 


& 606000060 @ @ @ E 


Х1-12Хх-1 
11-125-11,, 


14-х1-12х-3| 


0) 
х(х-1) 


384 yil Lanes] | >: 0 


Ix +13x] 2 


|Хх1-4 
|x| 


ES реб 


e du. 
6x 


Ja 


Hes |—x? 


хы 


ух? –6х+9 -3|» 43-х 


> () 


| x° —5x+7 |2 x? —] 


(х? -бх-8)/12-14-х7 | 50 


Ax - x? |5) x(x - (x — 
14х-х E Mx T. 
x|- 


| 64:24” 220 | =)" -Six-3 567 


(=D 2 XD 


< 2 
|х-11-1 


2 - 
[3x7 4 5x 42] -4 0 


- 
x^ +5 


0 


© @ @ @ ® @ @ @ @ @ @ @ @ 
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|х7-1142х41х | 


> | х -61-3| 
Ix? 11431 


x-|x *1i- 1x. 
|х1-1| 

(4x3 

—cosz—. x 


x3] - pef] 
AA 
x` —9 


20 


Ix 81h »0 
ji | 


[х2 + [3x || 


S|x]-4 
Ix | 


Дд ФОЗЛЕЇХ etie 


3—| x° аш. т" 
|x—5|+x° 


1 Х-1| 9521-13-41 


- 20 
x^ +2 


1x — 4| 
4-|х | 


> –] 





х+-6х+7 2 
|—,< 


x-i x-1 


4х X 
E үңү |£ ње 


3 г) 
X —x -4х 
|x -3x+2] 
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(3) 


< 


< @ @ @ © O O 


сс ©) Ө Ө 


©) 


Re <p? 
x^ -16 Så 213 |14х-хХх 1-3 


= == 20 
4|х-41-1х-1| |Х1-1 


Encontrar el menor número M con la propiedad de que para todo х e R se cumple: 


2x— x" «M Кра. М = 1 
] —4x k £ M Rpta. М = 3 
a Rpta. M=? 
2x 7*5 - 3 9 дй Rpta. M=1 
l-6x-x*^ < M Rpta. M = 10 
3436x-12x! < M Rpta. M = 30 


Encontrar el número mayor M con la propiedad de que para todo x eR se cumple: 


м53+2._1 вра, M = 55 
4 X 6 

2/5 1/5 9 

Мах” "-x"-2 Rpta. M = 

M x9x? -48x-36 Rpta. М = -100 
M € 5x? -20x +16 Rpta. М = -4 


Si 2543 є [7,11] encontrar el valor M que satisface a la siguiente desigualdad 








x5 
ын <M Rpta. m a | 
х-7 5 
' РД ! ; x42 
SI xe E "3 encontrar el mayor valor M que satisface a la desigualdad M < 5 
x — 


Rpta Ё 
pta. 3 
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Si E E b[<—x%,] > U <2,+% >]. Hallar el menor valor de M tal que | mE. |< M 
X 2x5 
: : x45 
Sí |x —3| < 1. Hallar el número M tal que: | "y |< M 
x 


X 





-3 
Hallar M tal que sí |х « 2 — | |< M 
x+4 


Encontrar un número M positivo tal que: | х? -2x7 +3х-4| < M 
p q 


+2 ] 
UU EM s Wak À 


Encontrar un número M positivo tal que: | > 272 
Х- 





Encontrar un número M positivo tal que: | 2 —3x+4] < M sí x є [-2,2] 
Encontrar un número M positivo tal que: Ix? +4x-3|<M si x e [-2,4] 


х+ 2 
х-4 





Encontrar un número M positivo tal que: | | < M si x e [5,8] 


Encontrar un numero M positivo tal que: |х’ gt —-3x-6|sM si x є [-2,5] 


Encontrar un número M positivo tal que: | х“ -2x^ + x^ -3x -5|€ M si x € [-3.-1] 














Encontrar un número M positivo tal que: pL 2 | ОМ sí хє Es ,A] 
x+ 
; - x+? ' 
Encontrar un número M positivo tal que: |— ISsM six e [-1,3] 
x^ +4x+4 
x) —3x+5 
Encontrar un número M positivo tal que: | — Al SM si x e [0.4] 
A ша 
Р 4 
Hallar el mayor número N tal que: ¡E AA >N si x є [-2,2] 


x? +27 
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@ 0000008055 


@ 


Ki | : Ipe 
Si — € (< —x,] > U < 2,+œ >), Determinar el menor número M tal que | —X SM 
2 x+ 


| x-3 
Determinar el nümero M tal que: 225) SM, Ухє <1,3> 
x- 


x? +14 
Hallar el menor número М tal que: | —— Y |< М, six e [-1,2] 
x^ —4x+14 


+] 
Hallar un número M tal que: sí|x| « 1 > ESI <M 
X + 


Resolver las siguientes ecuaciones: 








[I3xl]2 x *2 Rpta. х=] 
5 
[13x 1] = 2x +2 Rpta. ii 
x-2 
p 21885 Rpta. <-7.5] U [9,11> 
[12-111] 2 ! Rpta. [-1,0» U «0,1] 
13 
[3x51] 2 2x 41 Rpta. (6.31 
[I43-x |] =2 Rpta. <-6,-1] 
х-11-1 
[| GIL |] = 2 Rpta. «-9,-6] U [8,11> 
х|-2 
[j| E m=- Rpta. à 
|x| 
x3 
M= - 34 - -1 Ерга. ф 
x-1 19 7 4 
=5 Rpta. [-4,- — >U < – —.-— 
d —3 pta. 1-4. 5 33 
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X 














Hl = ||] 23 Rpta. [—3.—2 > U < Б A N 
[| = : 1-3 Rpta. «us U 16. > 
[l 1222 -1]] 21 Rpta. ET 0 U E 
{С |2 Ra Мгу 

х-3 2 
(LA pa Rpta. [-1,0> L <0,1] 
П: - xS 1 Rpta. [7,9» 
[I — 1-4 Rpta. 2.19 > 
| x° -2Х1|-3 Rpta. < ПЕ, Е 72 7 > 
[2х |] - |х 1| 2 2x 3 Rpta. A 
IE x^ [171123 Rpta. «—/5,-2]U[2, 45 > 
A Rpta. «llb 
[Ix -1IP +2[1x 1]? 257 Rpta. [-4,-3> 


Resolver las siguientes inecuaciones: 


х? +1 
я: 152 Rpta. <-00,-2> U <-1,3> 
X -— 





[I 


3 
[1 4x? -5x- 4p] x1 Rpta. <-22> 


Sistema de Números Reales 
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112 5 ani 
==. 
[|x^ -1]] 20 

[43 -2x |] «43 
(lx? -1]] s0 


5 
ir 





zz 
-1«1 
X 


10 
[[2x - —1]21 
X 





[Ix^ -41] <-1 
2x +3 

[I | ENTES! 
х +1 

|x [+3 š 
con A 2] 

[| a |] 


10 
| 2Х--1121 
X 


[Ix I] - 20] x1] - 2 «0 
4| Х1-3 


—— —— 
[|x -2x -19]] 


Jüx I 1211? -tx0-620 
4 х|-2 


Пута 
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Rpta. PETI U pu. 
2 2 


Rpta. <-3,0] 
Rpta. <-<,-1] Ü [1,+00> 
Rpta. <(0,+00> 


Rpta. < AE 
Rpta. <0,5> 

5 
Rpta. [-2,0> U 5 +00 > 
Rpta. <-2,2> 

2 
Rpta. < dn y: > Ú <6.+=> > 
Rpta. < —>o,—-5] U [5,+> > 
5 

Rpta. [-2,0 > "es += > 


Rpta. [0.2] 


Ера. <1-24/5,-3]u[3,1+ 245 > 


Rpta. <-20,-3> U <4,+20> 


Rpta. [2.3> 
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@ 


VIII. 


e 9 


© @ © 


[х—2[|х[] l^ -4)20 
(1х f] - 241 x* +2102 —4x+3)> Ü 


Lax 
Swim 


* -[IxI]-4 





«0 


|х|—1 
[ix I] 





<1 


Ix-ilidlxijl «x 


(Ix 35]-2x 4x —5 -[|x -2 De Mx) 
46-х 


«0 


(х? Ф4х-5)/х-1(2" +sen x)(x + 2) Y 
х1--х7-2х-3) 


Resolver la inecuación logaritmica. 
log, 12x-3| > -3 


log, (х-34х-4143) «1 


| x^ +4х|+3 
— — e Qe 





log 20 
! x?4|x—5| 
4x —11 
lo $- 
8215 гре 
171: >: 


@ @ 


3 


@ 
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Mais 
[I-x11-2 _ 


6-41 


(Их - xXx —2)(x -3)* > 0 


| x 
2—x 


х1 [1x-11]-9 








—2x-11 x—2 „|х 
FE ap 
5x +26 XI OX 








42-1х| 
09 550 
[x^ 94] 
4х +1 
31 «4 
GD ! 4x +2 I 
Rpta. < 24 >—{—} 
2 
Rpta. [-1,0> U «3,15» 
Кра. 5 +оо > 


Rpta 


Rpta 


Я 2. > U<4,+0 > 


: «6 1-3)» 
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о (3 — xy < 2 Rpta. ф 


log, (2x +6) < —2 Rpta. <2,+x> 


+3 





log, ( Ee | Rpta. <1,3> 


y= 


5 

log, |3-4x]|>3 Rpta. «—x,—— > U < — + > 
4 4 
; 

log, |3-4x]|>2 ; Rpta. bas": diio icd 


9 7 
log. [| 1+35]> 2 Rpta. <— 5» U< 54+% > 
Б == l 


24-2x-x^ 
log „|: —7 
[——— À 





) > 1 Rpta. <-3,1> U <3,4> 


© O € 0. П “20400 


Rpta. «-1 UE > U< 2,5] 





= 
dl 
r 
m 
| 
lá 
“өнг” 
BY 


— 


(14) © 108,6 -3/x+1+3)<1 Rpta. [-1,0> U<3,15> 
и I2 7 

(15 log; (3x —5) > logs (7 —2x) Rpta. <=. 

(16) log, (x7 —4x+3)2 -l Rpta. [0,1> U <3,4] 

(17) log» (| х-21-1)-1 Rpta. <-x,-1> U «5,»» 

(18) 3-2x ; 

(18) “e m 20 Rpta. «0.17 12,+0> 
E dex 


log a 5 кс log , (x° -4) > log, (4x - 7) 


2 


@ @ 
@ @ 


log, (x^) *logs (x^) > 3 log, (8-2x)23 


3 
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a) DEFINICION.- Llamaremos cota superior de un conjunto A с В a todo 
número k e R tal que x < k, VxeA, ósea que cualquier número 
que sea mayor o igual que los elementos de A se llama “cota superior de A”. 


Cuando A tiene alguna cota superior, diremos que el conjunto А es acotado 


superiormentc. 


Ejemplo.- Sca А = «-x.3» y la cota superior k = 5 


cotas superiores de A 


D n È feme ma PP R 





Observamos que cualquiera de los números reales mayores que 3 e incluso el 3 es cota 


superior de A. 


De todas estas cotas superiores de A, él numcro 3 es la menor. Luego daremos la 


siguiente definición. 


b) DEFINICION.- A la menor de las cotas superiores de un conjunto A c R y 
acotado superiormente, se le llama supremos de А o minima cota 


superior de A y se denota por Sup(A ). 


OBSERVACIÓN.- 
(D El supremo de A es también una cota superior de A. 


Q La menor cota superior k = Supremo de A = Sup A esta caracterizada por las 


condiciones siguientes que es equivalente a la definición. 
K=SupA & Vx є А y para toda cola superior &' de A, se tiene que x<k<k' 


(3) El supremo de un conjunto A, si existe. no es necesariamente un clemcnto de A. 


como en el caso de А = <-x,3> cuyo supremo es 3 no pertenece al conjunto A. 


La existencia del supremo para conjuntos acotados superiormente esta dado por el 


siguiente axioma. 
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Todo conjunto A de números reales, no vacio y acotado superiormente, tiene una menor 


cota superior en К. 


Ejemplo.- Demostrar que sí А = <-о0,3> entonces Sup A = 3 
Probaremos esta afirmación por el absurdo. 


Supongamos que 3 no es la menor cota superior de Á, entonces se puede asegurar que 





existe una cota superior k de A tal que k <3 y puesto que k< z <3 
Tomamos — = kk ez ... (1) 


De donde k'e 4 = < —,3», pero siendo 1 cota superior de A debería tenerse k'< k 


contradiciendo a (1). 
La suposición es absurda por lo tanto Sup A = 3. 


a) DEFINICION.- Llamaremos cota inferior de un conjunto A с R a todo 
número k e R tal que k < x, V x €A. Osea que cualquier número 
que sea menor o igual que los elementos de A se llama “cota inferior de A”. 


Cuando A tiene alguna cota inferior, diremos que el conjunto A es acotado 


inferiormente. 


Ejemplo.- Sea А =[-2,7> y la cota inferior k = -2. 





cotas inferiores de А A R 
ооч  — — —=-— oo 
-4 -3 -2 7 


Se observa que cualquiera de los números reales menores que —2 e incluso el —2 es cota 
inferior de A. 
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De todas estas cotas inferiores de A el número —2 es la mayor. Luego daremos la 


siguiente definición. 


b) DEFINICION.- А la mayor de las cotas inferiores de un conjunto А c R y 
acotado inferiormente, se le llama infimo de A o máxima cota 
inferior de А y se denota por inf (A). 


OBSERVACIÓN.- 
Ст) El infimo de А es también una cota inferior de А. 
(2) La mayor cota inferior k = inf(A) = infimo de A esta caracterizada por la condición. 
K=inf(A) > Vx є A y para toda cota inferior &' de A se tiene K'< k < x. 
(3) El infimo de un conjunto puede no ser elemento del conjunto dado. 


Ejemplo.- El conjunto A = [-2,7> esta acotado superiormente por 8 e inferiormente por 
—3, además la mayor cota inferior es —2 y la menor cota superior es 7 por lo 
tanto: Sup(A) = 7 y Inf(A)=-2 de donde Sup(A) £ A, А) є A 


Cuando en un conjunto A se tiene que Sup(A) є A entonces el Sup(A) también se le 
llama el máximo de A y si el Inf(A) є A entonces al infimo de A también se le llama el 


minimo de А. 


c) DEFINICION.- Un conjunto А se dice que es acotado, si es a la vez acotado 
inferiormente y superiormente. 


Ejemplo.- El conjunto A = «1,7» U [30,50] es acotado y Sup(A) = 50, Inf(A) = 1. 


Ejemplo.- El conjunto А = <-20,-5] U <l,+xw> no es acotado inferiormente ni 


superiormente, 





Si x es un número real positivo entonces existe un número natural n, tal que 


| ' 
(<— <x (о eyuivalentemente tal que xn, 21) 
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Demostración 


Demostraremos por el absurdo. Suponiendo que nx<1,VneN 


Por lo tanto el conjunto А = (nx / n e М} esta acotado superiormente al menor por k= 1, 
y por el axioma del supremo el conjunto А posee una menor cota superior k (Sup A) en R 
que satisface la condición nx Sk $1, V n є N pero siendo x>0 => К-х < к y por 
lo tanto (k — x) no puede ser cota superior de À puesto que k es la menor de todas ellas. 
Luego existe un elemento de A: тх como m, e N talque k-x<mxsk ... (1) 


Pues si asi no fuese, entonces se tendría que nx<k-—x, V nx є A => К-х seria cota 
superior de A lo cual es falso. 


Luego de (1) > k<(m,+bDx = k<mx, con m=(m, +leN 


lo cual es absurdo, pues siendo k = Sup A debería tenerse mx < k, de esta manera el 
principio queda demostrado por el absurdo. 


Ejemplo.- Probar que el conjunto A= Edn є N} es acotado. 
n 
Solución 


Ubiquemos los elementos de A en una recta para x= L ,neN. 
n 


n=5 n=3 п=2 n=1 





Ahora encontraremos el supremo y el ínfimo de A como: 


VneN >n2l > A ... (1) 
n 


Cuando n crece los elementos de A se acercan al cero (0) pero sin coincidir con el 0 para 
n € N de esta observación se tiene: 


Sup (A)= 1e A inf(A)=0 «А 
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Probaremos que inf(A) = 0, de (1) se vio que 0 es una cota inferior, si no fuese la mayor 
existiría otra cota inferior k mayor que 0 y por principio Arquimediano se tiene que existe 


l l . — 
un ny € N tal que 0« — <K lo cual es absurdo pues — є 4 у siendo К cota inferior 
По По 


de A debería cumplirse que k < T , de manera que Inf A = 0. 
Ho 





51 A zq, B= 0. dos conjuntos acotados superiormente tales que A c B, probar 


que Sup A < Sup B. 


Si Azé, В + ф. son dos conjuntos acotados inferiormente tales que A c B probar 
que Inf (B) s Inf(A). 
бл 6(-1)” +8n 


i /neN), B-(——— ——/IneN 
3n 4 3n4 8 





Hallar supremos у el ínfimo de A=( 


5 
Rpta. sup(A)-- = , inf(4)=-2, sup(B)=4, inf(B) =0.2 


Determinar el supremo y el infimo si existen en cada uno de los ejercicios. 





a) А={хєВ/х? <9} Rpta. Sup А = 3, Df A = -3 
b  A=(xE€R/21+4x-x?>0) Крга. Sup А = 7, InfA=-3 
с) А= IneN) Ера. Sup A=5, ШГА--7 
d) A-(xeR/x! -4x-12<0) Rpta. Sup A = 6, InfA = -2 
e) A-íxeR/|x|x41| S2) Rpta. Sup A=1, InfA=-2 


f A4-(ieR/|64x-x'|x6 Rpta. Sup A= 4, InfA = -3 
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(9 








| 4 | 
Encontrar el supremo yel BMC ЭГ) 2-00 7 nes 
2+п 2-1п 
| | l ¿asa 
Rpta. sup(A) = n inf( 4) = 28.1 sup(B) = 2-8 inf(B) = —2 


Hallar el supremo y el infimo si existe de: 
A-ixeR/x? -Ax-12«0), В = dx? —4x —12/ x E< —о0,о0 >) 


Крїа. Sup(A)= 6, Inf(A)=-2, Sup(B)= A, Inf(B)=-16 


Dar un ejemplo de dos conjuntos A y B, mediante intervalos tales que 


Inf (A N B) > Sup (Inf(A), Inf(B)). 

Determinar el supremo y el infimo si existe de los siguientes conjuntos. 

a) A-ixeR/|4-x|» х} b  A-ixeR/|x? -4| «16) 
c) 4-їхєЁ/|х-6|1-13-х|-9) d — A£z(xeR/|x? »2x-A| 7) 


e A-i(xeR/|x-8|-|4x? -1] «0) 
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PAR ORDENADO.- 


Llamaremos “par ordenado" de números reales a la expresión (a,b) donde a es 
llamada la primera componente y b es llamada la segunda componente. 


Ejemplo.- Son pares ordenados, (3,5), (-2,7), (etc). 


IGUALDAD DE PARES ORDENADOS.- 


Los pares ordenados (a,b) y (c,d) diremos que son iguales si sus correspondientes 
componentes son iguales, esto es: 





Ejemplo.- Los pares ordenados (5,6) y (5,4) no son iguales sus segundas 
componentes son diferentes. 


Luego diremos que dos pares ordenados son diferentes si una de sus componentes 
correspondientes son diferentes esto es: 





Ejemplo.- Determinar el valor de x e y de tal manera que (5x+2y, -4) = (-1, 2x— y) 
Solución 


Para calcular el valor de x e y aplicamos el concepto de igualdad de pares 
ordenados: 
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c) 


5х+2у=-] х= -] 


5х + 2y, -4) = (-1,2x—y) © — 
(5x + 2y, -4) = C1, 2x — y) Е > 


PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS.- 


Consideremos dos conjuntos А y B arbitrarios; llamaremos producto cartesiano de А 
y B, al conjunto formado por todos los pares ordenados (a,b) de tal manera que la 
primera componente a pertenece al conjunto A y la segunda componente b pertenece 
al conjunto B. 


La notación del producto cartesiano de A y B es: AxB. Simbólicamente el producto 
cartesiano se representa: 


улуу УУР 
онн ELA TRR Med E "ret ros Eoo EA e 
ЖУ uu 72:14 ЧУ 55 эйж Eur AE, "OO У b 49 

A, A roD > m co. 92:37: 





Nota: (ab ecAxB«c»acAA be B 
Ejemplo.- Sean А = {1,3,5} yB = {2,4} Entonces: 
A x B= ((1,2),(1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(5,4)) 


También puede determinarse A x B mediante el método del “diagrama del árbol” el 
cual nos permite observar el conjunto de pares ordenados, este método consiste en 
disponer los elementos de A y B del modo siguiente 


A B AxB 
2 (1,2) 

1 PE ie 
— 4 (14) 
2 (3,2) 

3 EA 
eer 4 (3,4) 
2 (5,2) 

5 P aii 
Td 4 (5,4) 
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OBSERVACION.- Cuando los conjuntos A y B son finitos entonces: 





donde: n(A): es el número de elementos del conjunto A. 
n(B): es el número de elementos del conjunto B. 
n(A x B): es el número de elementos del conjunto A x B. 
Ejemplo.- Si A=(2,4) y B = {1,3,5} entonces: AxB=((2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5)) 
De donde: n(A x B) = n(A).n(B) = (2)(3) = 6 
Además se tiene: 


B x A = ((1,2).1,4),(,2),(3.4),(5,2),(5,4)) de donde se observa que Ax B zB x A 


d) PROPIEDADES DEL PRODUCTO CARTESIANO 





e) REPRESENTACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO CARTESIANO.- 


En el producto cartesiano A x B, a cada uno de los conjuntos A y B lo 
representaremos sobre dos rectas perpendiculares, en donde los elementos del 
conjunto А se representa sobre el eje horizontal y los elementos del conjunto B se 
representan sobre el eje vertical, de tal manera que las lineas verticales que pasan 
por los elementos de A y las líneas horizontales que pasan por los elementos de B al 
interceptarse se obtienen los pares ordenados de A x B. 
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Ejemplos.- 
Si A= {1,3,5} y B= (2,4) entonces: 


A x B= {(1,2),(1,4),(3,2)(3,4)(5,2)(5,4)} 


A los elementos del conjunto À lo representaremos 
en el eje horizontal y a los elementos del conjunto B 
lo representaremos en el eje vertical. 





OBSERVACION 


Como los conjuntos À y B son arbitrarios, entonces consideremos los siguientes casos: 
(1) Si A = B, el producto cartesiano denotaremos рог Ах В = Ax А = A? 


(2) Si A=B=R entonces AxB=RxR=R? este producto nos representa al plano 
cartesiano. 


ff DIAGONAL DE UN CONJUNTO.- 


Dado un conjunto А 50, a la diagonal del producto cartesiano А x А denotaremos 


por I, yes definido por: 


Ejemplo.- Si A = {1,3,5} entonces: 

Ax A = {(1,1),(1,3)(1,5),(3‚1),(3,3),(3,5),(5,1),(5,3),(5,5)} 
Entonces: I4 = 4(11).(3,3),(5,5)} 

g) EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 

(1) Determinar los valores x e y, en cada caso: 


а) (4,2x-—10)= (x — 1, y + 2) 
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Mediante la igualdad de pares ordenados se tiene: 


4S. -1 =5 
(4,2x-10)=(x-1,y+2) > ч = 

2x—10=y+2 Ly =-2 
b) (y-2,2x* 1) 2 (x - 1, y+2) 


Solución 


Mediante la igualdad de pares ordenados se tiene: 


(y-2,2x + 1)=(x-1,y+2) > p => ES 
Dados los conjunos А = (x e z/-1 <x < 3} ; B=(xez/1<xs4) 
Cz (xez/1sxs4) 
Hallar los siguientes conjuntos y graficar: 
a) AxB b) BxC c) (A-CO)xB 


Solución 

Tabulando los conjuntos dados se tiene: 

А = [-1,0,1,2,3), B= {1,2,3,4}, C = {1,2,3,4} 

а) AxB= ((1,1),(-1,2),1,3),(-1,4),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,1),(1,2),(1,3)(1,4), (2,1), 
(2,2)(2,3) (2,4)(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)} 

b) ВхС= {(1,1),1,2),1,3),(1.4),2,1),02,2,),02,3),2,4),(3,1),3,2),(3,3);(3,4),4,1), 
(4,2),(4,3),(4,4)} 

c) A-C=(-10) 


(А Е С) хВ = {(-1,1),—-1,2),(-1,3),(-1,4),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4)} 
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(3  A-(xcR/x-3«7) B=(yeR/-2<y<3). Graficar Ax B, B x A 
Solución 

Como x-3<7 > x<10 

AxB=((x, y /x<10 A -2<y<3) 


ВХА = ((x,y)/-2<x<3 A y<10) 





188 


Eduardo Espinoza Ramos 


(4) Para A y B subconjuntos arbitrarios de R, geométricamente visualizar, como superficie, el 


producto cartesiano А x B en el espacio bidimensional R? , entonces: 





productos cartesianos. 


a) 


c) 


a) 


b) 


c) 


d) 


<(Q,+00> x <0(),+oo> 


«-0,0» x «0,too» 


<0,+оо> х <(),+oo> 


<-20,0> х <-00,0> 


<-20,0> x <0,-+00> 


<().+oo> x <-00,0> 


=> 


Que parte del plano cartesiano se obtiene si se representa gráficamente los siguientes 


b)  <-00,0> x <-00,0> 
d) <0,+оо> x <-00,0> 
Solución 
(x,y)/x>0 A y>0; 
(Ay /x «0 A у< 0} 
{(х,у) /x «0 A y>0; 


{(х,у) /x20 A y«0j 
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h) EJERCICIOS PROPUESTOS. 


En cada caso determinar los valores de x e y. 
(x,4) = (-2,y) 

(y-2,2x + 1)= (x—1, y + 2) 
(x + 4, 6 = (10, y —x) 


(x + у, 3) = (5, y—x) 


@ @ @ @ 


(3x — 8y, 4х + Зу) = (4 — 2x — 10у, 2х + 4y + 7) 


(4, 2x 10) = (x — 1, y + 2) 
(5x * 2y, -4) 2 (-1, 2x — y) 
(х + 5,3 — y) = (7,2) 


(x — 7y, 2x — бу) = (15,-10) 


(5х + 2y, -4) = (-1, 2x — y) O (x? —19, x2y—6) =(y?, ху?) 


(2x—y, x + y + 3)= (x + y + 1, 2x + y) 


х+у 














і 2-2 н) = E +2, 


| 2 2 2 


-2) 
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En cada caso hallar los conjuntos y graficar: 

Dado los conjuntos: А={хє z/-1<x<3), B-z(xez/1xxs4), C» f(xez/ 1 <x <4); 
Hallar los conjuntos y graficar: 

a) AxB b BxC c) (A-O)xB 

Sea А = {хєК/1<х<3} y B-(yeR/2sys4). Hallar A x B y graficar 

Sean A = (a,b), B= (1,2,3,4,5) у E = {3,5,7,9}. Hallar (A x B) O(A x E) 

Representar al conjunto producto cartesiano: {х e К/ |х| $5) x (x e R/-2 <x < 31 


Sombreando el área apropiada en el sistema bidimensional. 


3! 
Dado los conjuntos А={хєМ!х= EZ, рем), B-(xeN/x^ -Mx440-0), 


C-(xeN/x^—1-0), entonces el número de elementos del conjunto 
[(А ^ В) 2 C] x (B — C) es. 
Si A-ix e R/2«x«5) y B=(xeR/1<x<4). GraficarA x B, luego graficar BxA. 


Si A=[(xE€R/2SxS5), T- (xeR/1sx«4). Graficar T x A, luego graficar AxT. 


x)! 42 


Si A= 
| 3 





2 
/(х —-2)(х +3)(х — 5) = 0} y B=(+3/x0+ 204) =2) VxcR 
Hallar Ax B, Bx A y graficar. 


Si А={хєм!х= 1, кем, B-ixeN/x? +1<12}. Hallar (A ^ B) x (B— A) 


Si A-(x^-1/0€x&€5,xez), В= {х2 +1/-5<х<-3, xez}. 
C = (x? +4/(х—1)(х 2)(x —3) = 0, хє}. Hallar AxB, Ax C, Bx C 


ŠI к. гир В={хєМ/х<2 ^ хє 13,2,4,5}} 
x 


Hallar y graficar Ax B y Bx A 
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Si А = (Gx* 1/(xeN Axs3) V(xez A 0<x<5)) 

Calcular la diagonal del producto A x A y luego grafique. 

Dado A= (x e«/-12«x*6«20) y B-(xez/10«x^ «400) 

Cuantos elementos tiene A x B. 

Dados los conjuntos: Аз(хєМ/х«3), В= {х єМ№ъ№/хеѕрагух < 5}, 
С = {х € N /x es impar y x <4}. Hallar el conjunto (A A B) х (C — A) 


2k – 





B -(єє kx = B ges y B=fxez" / x? +1<12). Hallar (AMB) x (B-A) 


Si A y B son dos conjuntos arbitrarios demostrar que: АхВ= ф = А=фУВ=ф 
Demostrar que: Ax (Bu C) = (Ах В) U (A x O) 

Demostrar que: A x (B С) = (Ах B) n (A x O) 

Demostrar que: (А — В) x C = (A x C)— (B x O) 

Demostrar que: Sí ACB entonces Ax BB xB 

Den ostrar que: Si A c B entonces Ax Ac Ax B 

Den ostrar que: A x (E— В) = (A x E) - (A x B) 

Dei ostrar que: (Ас B) x (E nF) = (A x E) n (B x P) 

Den ostrar que: (АхЕ) (Bx F) с (А ХВ) x (EU F) 


Dei ostrarque: ACB y E c D implica que AxEcBxD 





a) DEFINICION.- Consideremos dos conjuntos A y B no vacios, llamaremos 
relación binaria de A en B ó relación entre elementos de A y B a 
todo subconjunto R del producto cartesiano A x B, esto es: 
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Ejemplo.- Sean A= (2,4) y B= (1,3,5) entonces 


A x B= ((2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5); 


Los siguientes conjuntos de pares ordenados son relaciones de A a B: 


R; = {(2,),(2,5)} R, * 12,3), (4,1), (4,5); 5 R; E {(2,1), (4.3), (2,3)} 5 К, = Ах В 


Pero los siguientes conjuntos de pares ordenados по son relaciones de А en В: 


К. = {(1,2),(4.1),(4,5)}, К, =(Q,D,(4,1),(3,4)) puesto que (1,2) « Ax B, (3,4) e Ax B 


por lo tanto А, ç Ax B, Rog Ax B. 


Observación.- 


@ 
@ 
@ 
@ 


@ 
(6) 


51 А = В, entonces К es una relación en А ó, R es una relación entre elementos de А. 


La definición 1.1 establece una comparación entre elementos de pares ordenados, 
motivo por el cual se le llama “relación binaria”. 


Si R es una relación entre elementos de A y B, al conjunto A le llamaremos conjunto 
de partida y al conjunto B le llamaremos conjunto de llegada. 


Generalizando: una relación R, entre los elementos del conjunto de los números 
reales R, está determinado por una función proposicional P(x,y); esto es: 





Cuando el par ordenado (a,b) satisface a la función proposicional P(x,y) de la 


relación R, diremos que (a,b) є R en caso contrario (a,b) £ R. 


Si A tiene p elementos y B tiene q elementos entonces 3 2” relaciones entre A y B 


donde n = pa. 


Ejemplos.- Si А = (1,3) y B= (2,4) entonces Ax B= ((1,2),(1,4),(3,2),3,4); 


El número de relación que se obtendrá de A x B es 2%? =2* =16 es decir: que se 


puede formar 16 relaciones: 
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(1,2% {01,2),63,2)3, (0,9), 10.2) 486,97, {(1,2),(1.4)}, 401,4),(3,2)}, {01,2),(3,4)}, 
(10,80, 4(3,2),(3,4)}. 401,2),(1,4),(3,2)}, (0,2),0.4),,4)), 401,4),(3,2),3,4)}, 
{01,2),63,2),(3,4)}, 4(1,2),(1,4),(3,2),(3,4):, $ 


b) DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACION BINARIA. 
Consideremos una relación R de A en B: es decir que R c A x B. 


El dominio de la relación R denotado por D, es el conjunto definido por: 





Ejemplo.- Si К = ((1,4).(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)+ entonces D, = {1,2}, Rp = {3,4,5} 
OBSERVACION.- 


66, , 9? 


Para determinar el dominio de una relación, primero se despeja “у” enseguida se analiza 


£C, >> 


los valores que pueden tomar “x” para que la variable “у” sea real, 


Para determinar el rango de una relación se despeja "x", enseguida se analiza los valores 
que puedan tomar “y” para que la variable “х” sea real. 


E :«mplo.- Determinar el rango y dominio de la siguiente relación: 
R=((x, y) e RxR/ x? + y? +10y-75=0) 
En primer lugar despejamos la variable "y" para obtener el dominio, es decir: 
x? + y? +10y-75=0 , completando cuadrado 
(y +5)? 2100-x? de donde y=-5+.100-x2 


Ahora analizaremos los valores que pueda tomar x para que “y” sea número real es decir: 


100—x?* 20 de donde: (х? <100 = -10sx<10 <. D, =[-10,10] 
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Ahora despejamos la variable “x” para obtener el rango, como x*+y*+10 у-75:0 


єсє ,?? 


> x= +J 75—10y— у? entonces analizando los valores que puede tomar “y” para que 


x sea número real se tiene: 75—10y y 20 
donde (y45)? «100. => -10sy+5s10 = -15<у<5 ^ OR, =[-15,5] 


с) PROPIEDADES DE LA RELACION BINARIA.- 
Las relaciones binarias gozan de las siguientes propiedades: 


(1) Propiedad Reflexiva.- Una relación R en A, diremos que es reflexiva si 
(a,a) є R para todo a є R esto es: 


RRA 
РОУ Р АУ 





(2) Propiedad Simétrica.- Una relación R en A diremos que es simétrica si 
(a,b) є R implica que (b,a) є К, esto es: 





(4) Propiedad Antisimétrica.- Una relación R en A, diremos que es 
antisimétrica Si: 





(5) Propiedad de Equivalencia.- 


Una relación R en A, diremos que es de equivalencia si es: reflexiva, simétrica 
y transitiva. 


Ejemplo.- Si А = (1,2,3,4,5,6) las relaciones en A. 
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a) К, =((,),Q,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)) es reflexiva en A. 
b) ХА, = {(1,1),(3,3),(4,4), (5,5), (6,6)) no es reflexiva en А por que falta (2,2). 
Ejemplo.- Si А = {2,3,5,7}, las relaciones en А 
a) А = {(5,3),(2.7),(3,5),(7,2),(2,2) }еѕ simétrica porque (x, y) € R, => (у, х) є Е, 
b) А, =((5,3),(2,7),(3,5),(2,2)) no es simétrica porque falta (7,2). 
Ejemplo.- Si А = {1,3,7,9} las relaciones en A. 
a) Ё; ={(7,),(2,2),(1,2)} по es transitiva porque (7,1) є R, A (1,2) e R, > (7,2) e R, 


Ejemplo.- Si A=(1,2,3,4,5) la relación Е еп А dado por 
R = {(1,1),(2,2),(3,3).(4,4).(5,5)} es una relación de equivalencia porque 


es reflexiva, simétrica y transitiva en Á. 


Ejemplo.- Sea Z = conjunto de los números enteros y la relación R definida sobre 
Zen R = {(х,у) e Z x Z / x — у= 3m, m є 7} es una relación de 


equivalencia. En efecto: 
(1) R es reflexiva porque: a-a=0=0.33 WaeZ esdecir: (aaa) є R, V a e Z 
(2) R es simétrica porque: Sia—b=m.3 > b—a--(a—b) = (-m).3 
VabeZ > (ab)eR => (ba)eR, 

(3) R es transitiva porque: Si a—b- m3 y b—c=m'.3 entonces 

a—c=(a—b)+(b-c)=m.3 + m'.3 

a-c=(m+ m)3 = a-c=m3, V a,b,c є 4 

es decir: (a.b) e R А (bc)eR = (a.c) e R. V a,b,c є Z. 


Por lo tanto R es una relación de equivalencia. 
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DETERMINACION DE UNA RELACION BINARIA. 


Teniendo en cuenta que una relación es un conjunto de pares ordenados, entonces a 
una relación determinaremos por extensión o por compresión. 


1га. Por Extensión.- 


Una relación queda determinada por extensión cuando se menciona cada uno de los 
pares ordenados de la relación. 


Ejemplos.- 
а) $, =((,2),(2,3),(3,4),(4,5)3 , R, =1(a,b),(c,d),(e, f )/ 
b Si A =(2,33,6,9) y B= (1,4,5,6,12; 


Expresa por extensión cada una de las relaciones: 


(1) К = {(х,у) єАхВ/у = 2х} 


Solución 


R = ((2,4),(3,6),(6,12); 


G). R=((xy)e AxB/x+y=12) 


Solución 


R = (6,6) 
2da. Por Comprensión.- 


Una relación queda determinada por comprensión cuando se da una propiedad que 
caracteriza a todos los pares ordenados que conforman la relación. 


Ejemplos.- 


a) Si А = Z conjunto de los números enteros la relación R=((x,y)€Zx Z/ y= xj 
es una relación expresada por comprensión. 


b Si U= ix e N/x<7). Determinar por comprensión la relación: 


R = ((3,1),(4,2),5,3),(6,4),0,5)] 
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Solución 


Se observa que la diferencia entre la primera componente y la segunda componente 
es dos unidades por lo tanto expresaremos por comprensión: 


К = {(х,у) € UxU/x-—y=2) 
е) RELACION INVERSA.- 
SRCAxB es una relación de А en B; entonces а la relación inversa de R lo 
denotaremos por А! y está definido por: 


К ={(у,х)є BxAl(x, y) є} 


Ejemplo.- Sí R= ((3,2),(3,1),(4,2),(4,5),(6,8)) > R™ =1(2,3),(1,3),(2,4),(5,4),(8,6)) 
Ejemplo.- Hallar la inversa de las siguientes relaciones. 
a) К= {(х,у)є Кх К/х+3у= 12) 
Solución 
Para determinar la inversa de una relación se despeja x, es decir: x = 12 – Зу 


Luego se permuta x por y es decir: у= 12 — 3х 





b) R=((xy)eRxR/3x+4y=5 A 1 <х 57! 








Solución 
| id | 5-4у 
Primeramente despejamos x de 3x + 4у = 5 es decir: x = „ чөк 
. 5—4y 
Ahora veremos como va variando y; como 1<х<7 = 1< <7 


355—4у<21 > -4<yS 


м | — 
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-åy 1 А 
Luego x= У , 4 < y<— por lo tanto al permutar x por y se tiene: 
T ab um) 
3 2 
ui PARAR. gd 








a) Pefinición.- — Llamaremos gráfica de una relación de R en К al conjunto de puntos 
P(x,y) cuyas coordenadas satisfagan a dicha relación, teniendo en 
cuenta que una relación puede estar expresada en una de las formas: 


Е(х,у) 0 V Е(х,у) <0 V Е(х,у) » 0 V E(x,y) S0 V E(x,y) > 0. 
b) Discusión de la Gráfica de una Relación. 


Para trazar la gráfica de una relación dada por la ecuación E(x,y) = 0, daremos el 
siguiente criterio. 


1га. Determinación de las intersecciones con los ejes coordenados. 
- Intersección con el eje X: Е(х,у) ^ eje x 2 ((x, y)eR ? |y 20) =P 


Es decir: para hallar el punto P de intersección con el eje X se hace y = 0 en la 
ecuación E(x,y) = 0, ósea que se resuelve la ecuación E(x,0) = 0 


-  [ntersección con el eje Y: E(x.) ^ eje y=f(x,y)eR*/x=0)=0 


Es decir: para hallar el punto Q de intercesión con el eje Y se hace x = 0 en la 
ecuación E(x,y) = 0, ósea que se resuelve la ecuación Е(0,у) = 0. 


2da. Determinación de la simetría con respecto a los ejes coordenados. 
- . Simetría con respecto al eje X. 


Existe simetria con respecto a eje X si se cumple E(x,y) = E(x,-y). Fig. (a) 
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- Simetría con respecto al eje Y. 
Existe simetría con respecto al eje Y si se cumple E(x,y) = E(-x,y) Fig. (b) 
- A Simetría con respecto al origen. 


Existe simetria con respecto al origen si se cumple E(x,y) = E(=x,-y). Fig. (c) 





fig(C) 





QI can 
3ra. Determinación de la extensión de la curva. 
Consiste en determinar el dominio y el rango de la relación. 
4ta. Determinación de las Ecuaciones de las Asíntotas. 


Trataremos solamente de las asintotas verticales y horizontales. 


- Asintotas Verticales.- La recta x=a, es una asintota vertical de la relación 
E(x.y) = 0, si para cada (x,y) e E(x.y), se tiene que 


£6.99, CC... 99 


para “y” bastante grande la distancia de “х”а“а” es decir |Х-а| es muy pequeño. 
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Para calcular las asintotas verticales se despeja la variable y de la ecuación 
Л (х) 
S (x) 


entonces las asíntotas verticales se obtienen de la ecuación g(x) = 0, es decir 


de donde f y g son expresiones solamente de x, 





Е(х,у) = 0 es decir: у = 


haciendo el denominador igual a cero. 


- Asintotas Horizontales.- La recta y = b es una asintota horizontal de la 
relación Е(х,у) = 0 sí para cada (х,у) e E(x.y) sé 
tiene que para "x" bastante grande la distancia de “y” a “b” es decir |y — b| es 

muy pequena. 





Para «calcular las asintotas horizontales se despeja la variable x de la 
n : / (y) : 
ecuación E(x,y) = 0, es decir: х= donde f y g son expresiones 
Bv) 


solamente de y, entonces las asintotas horizontales se obtienen de la ecuación 





g(y) = 0 es decir haciendo el denominador igual a cero. 
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5ta. Tabulación. 


Consiste en calcular un número determinado de pares ordenados a partir de la 
ecuación E(x,y) = 0. 


6ta. Trazado de la curva.- Mapeo de los pares ordenados. 
OBSERVACION 
(1) Diremos que el par (a,b) pertenece a la relación E(x,y) = 0 sí y solo si E(a,b) = 0. 
Ejemplo.- Discutir y graficar la relación: К = ((x.y e Кх К/ xy—2y—x = 0) 
Solución 
A la relación dada escribiremos en la forma: R(x,y) = ху– 2у-–х = 0 
1° Intersección con los ejes coordenados: 
-  Coneleje X; hacemos, у= 0; R(x,0)=0-—0-—x=0 > x=0 
-  Coneleje Y; hacemos, х= 0;  R(0,y)20—2y-020 > y=0 
2? Simetrías: 
- Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 
pero x(-y) — 2(-y) —x + xy —2y —x, por lo tanto no existe simetría con el eje X. 
- Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 
pero xy—2y—x z-xy—2y-* x, por lo tanto no existe simetría con el eje Y. 
- Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 
pero xy —2y— x z (-х)(-у) — 2(-y) — (-x), por lo tanto no existe simetria con el origen. 


3° Extensión: 


- Calculamos el dominio, para esto despejamos y es decir: y = P 
x — 


Luego Рр =R-(2) 
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. А 2 : 
- Calculamos el rango, para esto despejamos x es decir: х = 5 
y- 





Luego Кр = К- {1} 
4? Asíntotas: 


A ; x = ; i 
~ Asintota Vertical: se despeja y: y = 2 la ecuación de la asintota vertical es x=2 
X — 


- Asintota horizontal: se despeja x: 


2y ” 
9125 юм ‚ la ecuación de la asintota horizontal es у = 1. 


5 Tabulación: 





(D Hallar el dominio y rango de la relación: R = {(х, y) e RxR/ муз у*+1=0} 
Solución 


Calculando el dominio de la relación R, para esto despejamos y de la ecuación 


33 
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Analizando los valores que pueda tomar x para que y sea real, en este caso debe 


cumplirse: Ao. + =- XM 


x+3 





Luego Dg =< —0,-3 > U[l,+00 > 
Ahora calculamos el rango de la relación R. 


Para esto despejamos x de la ecuación: xy? -х+3у? +1=0 


3y? +1 
(у) = 307 -1 = A94 e 
pl 
Luego los valores que puede tomar y рага x sea real es que y + + 1 


Por lo tanto Rp = R-(-1lj 


Q) Hallar el dominio y el rango de la relación: R=((x,y)eRxR/ xy? -4x? - 4y? 20) 
Solución 


Sea x!y?-4x? - Ay? =0 ... (1) 


. ` ч 48 š 4 ; 
Para calcular el dominio de la ecuación (1) despejamos у= 4 2 А 
x шинжин 





Ahora analizaremos los valores que pueda tomar х para que y sea real, en este caso debe 














cumplir: 48 z0 > : 20 > Mb L. 
x° —4 x =4 (x + 2x -2) 
E NZ s YOR 
-2 2 


La solución es x є €-oo,-2» U «24» 


Рага x = 0 también se verifica. Por lo tanto: Dp = < —o,—2 > U <2,+% >U (0; 
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Ahora calculamos el rango de la relación para esto despejamos x de la ecuación (1) 








4y? : 
х=@ | 2 rk analizando los valores que pueda tomar y para que x sea real, en este caso 
y” 
ды? 
se tiene 2—20 
y —-4 


4у? | 
5 2 = —  — P> 0 
y”-4 (y - 2 (y + 2) 





VyeR, y 20 => y=0 se cumple, 








ENV M + 
-2 2 


La solución es y € <-о0,-2> U <2,+o0> 


Por lo tanto: Rp = < —o,—-2 > U <2,+0 > U(0) 


Si А = (2,3,6,9,11) y B= (1,4,5,6,12,14) 
Expresar por extensión cada una de las siguientes relaciones: 
a) R=((xy) e RAxB/y=3x; 
Solución 
R = ((2,6); 
b К= {(х,у) ce AxB/x+y=12) 
Solución 
R = {(6.6),(11,1)} 
c) R=((xy) є АхВ/у=х} 
Solución 


К = {(6,6)} 


Relaciones y Funciones 205 


© 
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Si el universo es U = {1,2,3,4,5} determinar por comprensión cada una de las relaciones: 
a) К= {(1,1),(2.2),(3.3).(4.4),(5,5)} 
Solución 
К = ((x,y) e UxU/y=x) 
b)  R=((3,,(4,2),(5,3); 
Solución 
R=((x,y) є UxU/y=x-2) 
La relación R = {(х,у) €ZxZ/x—y=2k,k € Z}. Es una relación de equivalencia 
Solución 
a) Reflexiva: Six=y => y-x=0 
> x—x=2(0), 0 e Z 
Luego V (хх) e R  .. Res reflexiva. 
b) Simetria: Como x— у= 2k, multiplicando por —Í se tiene: y — x = 2(-k), -k є Z 
Luego (yx) e К.С. Res simétrica 
c) Transitiva: Sí(xy)eR => x-y=2k,, k, eZ 
(yz) eR => y-z=2k,, k eZ 
-2=2Uk, +k,), k +k, eZ 
Luego (xz) e R ~. Res transitiva. Por lo tanto R es de equivalencia. 
La relación К definida por: R = ((x,y) e Rx R |х — y| < 4}, R es de equivalencia. 
Solución 


a) Reflexiva: V x e R.|x—x|[=0<4 = (хх) є R 2. R es reflexiva 
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b) 


c) 
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Simétrica: (x,y)eR => [x-—y|s4 
> |y—x|<4 => (ух) R ^ Res simétrica. 
R no es transitiva: para esto tomemos dos pares ordenados 
74ER => 7-4=3<4 
(4l)eR > ļ4-1]|=3<4 
(7.1)eR => |7—1|=6 £4, luego R no es transitiva. 


Por lo tanto R no es de equivalencia. 


Determinar sí la relación: R = {(х, y)/ 4х +. y =], x, ye R | es reflexiva, simétrica y 


transitiva. 


a) 


b) 


c) 


Solución 
Reflexiva: SÍ xe R° = Ax 44х #1. 123 
Luego (хх) e К => R noes reflexiva. 
Simétrica: Sí(x,) eR => xs y =l 


Jy + lx =1 > (ух) e R 


Por lo tanto R es simétrica. 
Transitiva: Si (x,y) e R entonces: Ix dp =] 


(y,z) e R entonces [> +-/2 = 
Ax +42 =2(-.Jy)=1 


= (x,z) € К, por lo tanto no es transitiva. 
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Discutir y graficar la relación: R=((x, y) є RxR/ x? y-4y+x=0} 


La relación dada también se escribe asi: R(x, у) = x? у-4у+х= 0 


Ahora haremos la discusión correspondiente: 


Ira. Intersección con los ejes coordenados 


2da. 


Con el eje X, hacemos у = 0; R(x,0)=0-0+x=0 => x=0 
Con el eje Y, hacemos x = 0; R(0,y)=0-4y+0=0 => y=0 
Simetrías 
Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y). 
Pero x? (—y)—4(—y)+ x + х? y —4y+x, por lo tanto no existe simetria en el eje X. 
Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 
Pero x! y-4y + X = (—x)° y -Ay —x ‚рог lo tanto no existe simetría con el eje Y. 
Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 


х” у-4у+х = (—x)° -4(-у)-х, por lo tanto si existe en el origen. 


3ra. Extensión. 





Calculamos el dominio, para esto despejamos y, у = 
el dominio es: К = {-2,2} 


Calculamos el rango, para esto despejamos x 


| -18411416у7 
v y-4y+x=0 => qu у + 0 
2y 


el rango es todos los reales К, puesto que у = 0, х = 0. la ecuación se verifica. 
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4ta. Asintotas 


| ! ; = . ! 
- Asintotas Verticales: se despeja y, LP las ecuaciones de las asíntotas 
М Аа 


verticales se obtienen de la ecuación x? 4 = 0 de donde x = -2, x = +2 es decir: 


х= +2 son las asintotas verticales. 


-1+41+16у2 


- Asintotas horizontales, se despeja х, х = ` 
. y 


La ecuación de la asintota horizontal es y = 0 


Sta. Tabulación. 


x (4 |-25 [415 4 1011 1.512514 — 
1.1 1-09 | 


0.3 10 [0.3 [0.9 [1.1 |-0.3 | 





(9) Discutir y graficar la relación: К = ((x. y) e RxR/ x! y? - Ax? -Ay? =0) 
Solución 
A la relación dada escribiremos en la forma: R(x, y) = x? y? - 4x? - 4y? =0 


Ahora haremos la discusión correspondiente. 
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1ra. Intersecciones con los ejes coordenados. 


2da. 


3ra. 


Con el eje X, hacemos у= 0 de donde R(x.0) = 0-4x?-0=0 > x=0 


Con el eje Y, hacemos x 20 de donde R(0,y)=0-0-4y*=0 > y=0 
Simetrías: 

Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 

Como x^ y^ - 4x^ - 4y* = x* (-y)* - 4x* - 4(-y)* 

Por lo tanto existe simetría en el eje X. 

Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 

Como «^y? — 4g ^c? -(-х) y? - 4(-x)* - Ay? 

Por lo tanto existe simetria en el eje Y. 

Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 

Como x?^y? —4x? - 4y? = (-xy? (-yy) - 4(—x)2 - 4(- y)? 


Por lo tanto existe simetria en el origen. 























Extensión. 
l. . 4x* 
Calculamos el dominio para esto despejamos у, y =+ ,|— 
х“ -4 
| 4х? 1 + V ы + 
y es real si — 20 > — K> Ü 
x^—4 (x - 2x + 2) - 2 2 

x € <-00,-2> U <2,+oo> por lo tanto .. Dg =< —>o,—2 > U < 2,+0 > U 10} 

i | 4y? 
Calculamos el rango, para esto despejamos х, x =+ |— 

y” -4 
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dy l 
x es real si 2 20 — — + - + 


= -E 
y? -4 (y-2)(y+2) 2 ; 





y € <-0,-2> U «2,*x». Porlotanto .. Rp =<-—0,2>U «2,4» > U(0; 


4ta. Asintotas. 


| 


-  Asintotas verticales: se despeja y = +, | 





х“ —4 
Las asintotas verticales se obtiene de la ecuación x“ -4=0 - х= + 2 


| 4y* 
- Asintotas horizontales: se despeja чай 2 1 
y — 





Las asintotas horizontales se obtienen de la ecuación y? -4-0 > у=+2 


Sta. Tabulación. е 


| 


denon o. 





-T--------4--4- 


Discutir y graficar la relación. R =((x, y) e RxR/ yx? —4y х? = 0) 
Solució 
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A la relación dada escribiremos en la forma: R(x, у) = yx? -Ay- x? = 0 


Ahora haremos la discusión correspondiente 


1га. Intersección con los ejes coordenados. 


2da. 


Con el eje X, hacemos y = 0, de donde R(x0)20-0—x^ =0 = x=0 
Con el eje Y, hacemos x = 0, de donde R(0, y)=0-4y-0=0 => y=0 
Simetrías 

Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 

pero yx? уы" 2 -ух? diy) a 

por lo tanto no existe simetría en el eje X. 

Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 

como yx? рех = y(-x)? 4800)? 
рог lo tanto existe simetría en el eje Y. 

Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x.-y) 
pero ух? - 4y-x^ + –у(-х)? - 4(-y) lx)” 


por lo tanto no existe simetría en el origen. 


3ra. Extensión. 


2 
Calculamos el dominio, para esto despejamos y de donde ES y es real 





si X # +2, luego entonces ^ Dp=R=(4-=2,2) 
4y 

Calculamos el rango, para esto despejamos x., x = + |— | 
y к” 


x es real si: E. m _ = UA ao ХДЖ __ 
p 0 1 
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y e <-20.0] U <1,+0>, ~ Rp =< —o,0] U <1,+00 > 


4ta. Asintotas 


22 





- A Asintotas verticales, se despeja y, у = , las asintotas verticales se obtienen 


254 


de la ecuación х -4-0 > x=+2. 


i 4y | ' 
- Asintotas horizontales, se despeja х, x а . las asintotas horizontales se 
p 


obtienen de la ecuación y—-1=0 > у= 1. 


Sta. Tabulación. 


I I 
1 ! 
! 1 
I i 
) 1 
1 ! 
1 ! 
1 i 
1 t 
i I 
D ' 
! I 
t ! 
ч 4 
! ! 
! ! 
! ! 
| ! 
! I 
I I 
! | 
| | 
i i 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I | 
I I 
1 I 
' 1 
$ ! 
i ! 





(1) Hallar el dominio y rango de las relaciones. 
a) R=((x, y) e RxR / y = x? -4x, y < 01 b) R=((x, y) e RR / у ={4—х?} 
c) R=(x,y)ERxR/x?=y-1) d) R= {(x,y) є RxR/xy-2y-x-0] 


e) К={(х,у)є RxR/Jx +.[y =1} f R=í((x,y)e RxR/ x? y? +ху=5} 
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Ө 


] 


__—_ aa h) R=((x, у) e RxR (xt — 4)y = y? 
Om ) iG. y) e (АА) y; 


g) R=((x,y)eRxR/ y = 


i) R=((x,y eRxR/x? y? -2x+ y? -4=0) 

j  R={(x, y) € RxR (x? -6x +5)y* = 4у-1) 

Si U={xeZ /x impar A x<8}. Tabular las siguientes relaciones еп U 

а) Е = {(х,у) є UxU/x=3 V y=5} b) КЕ= {(х,у) є Ох О/х+у= 8} 
с) Е= {(х,у) є Ох О/ху= 21} d) R-((x.y) eUxU / x divide a 20) 
En el conjunto de los naturales N se define una relación R de la siguiente forma: 

R = ((x, y) e NxN / x? +x= y? + y) 

es decir si es una relación de equivalencia, justifique su respuesta. 

En R se define las siguientes relaciones, V x,y e R 

а) R=((xy) eRxR/k-1|=|y-1h b  R=((x,y)eRxR/x*-x=y?-y. 
Demostrar que son relaciones de equivalencia. 

Siendo A = [1,2,3,4,5,6) estudiar las propiedades de las relaciones binarias. 

a) R=((xy) e AxA/x+y>0) b R=((xy e AxA/x-—y<2) 


c) R=((xy)ye AxA/xs y) 


Rpta. ayces de equivalencia, b) es reflexiva 

En A = {1,2,3,4} se considera la relación КЕ = {(х,у) e Ax A/x=y V x+y=3) 
Es de equivalencia. Rpta. Si 

En Z define la relación R: К = {(х, у) € ZxZ/ x? +x = у? + y). Graficar R. 


Clasificar la relación R definida en Z x Z mediante (a,b)R(a', b) < ab'=ba' 


Rpta. Res de equivalencia, 
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Definimos en el conjunto Z x (Z — 0) la siguiente relación (a,b) R (c,d) < ad = bc 

Es una relación de equivalencia Rpta. R es una relación de equivalencia 
Demostrar que la relación dada por: К = ((a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(c,a),(b,d),(d,b)) 
En el conjunto A = {a,b,c,d} es una relación de equivalencia. 


Discutir y graficar las relaciones siguientes: 





a) xy? -3y? -1-0 b y (x? -4)-х-2 
2 
Х 1 
єў y= Y -oa 
3-х 2x^ - 3x5 
e) x2y?-xi+y?+1=0 D ху +4х2 -4у? =0 
g) ху-2-у-2-0 h) y (x+1)=4 


Discutir y graficar las relaciones siguientes: 


2 — 
a) xy? +xy-6x-3=0 b) gs 
x 
4x? x? +1 
c) Pq „ЖЕМ d) y A 908 
ч х? -4 3 AU 2 
3 » 4 x(x +3) 
e) Xx + ус =0 = — 
: - m " (x + 2)(х—2) 
2 x? -3x 42 
g yr -25y-x-0 B) yA 
(x —1) 
Discutir y graficar las relaciones siguientes: 
T ы 
x+] 2(x' –1) 
2 — 
c) AG al ЭСЭЭ d) xy? -4x? -3y? +12x=0 


3x? -10x +3 
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Discutir y graficar la relación R definida рог: R=((x, у) e RxR / y = 


(2x -1) = 


x?-7x41;5 





Se va a introducir el concepto de función, hablando libremente una función f de un 


conjunto A en un conjunto B es una regla (procedimiento o mecanismo) que nos 


transporta de un conjunto a otro de manera que asociamos cada elemento А un único 


elemento en B. 








a) DEFINICION.- Consideremos dos conjuntos cualquiera А y B, a la relación 
binaria f de A en B le llamaremos función de A en B, si y 
solo si, verifica: 
osto quiere decir, que dos pares ordenados distintos no pueden tener la misma 
primera componente. 
Jm f 
Gráficamente: ^ B 
fes función, sib=c 
Observaciones: 


о, 


HO © 


Una función f de A en В denotaremos por: f£ A —>B; ó A — >B y se lee “f 
es una función de A en B”, donde el conjunto A le llamaremos conjunto de partida y 
el conjunto B le Hamaremos conjunto de llegada. 


Si el par (a,b) e f, escribiremos b = f(a) y se dice que b es la imagen de “a” por f ó 
también, que b = f(a) es el valor de f en el punto a. 


Si A= B= В, a la función £ R — R, se denomina función real de variable real. 


Teniendo en cuenta la parte 2) se tiene la siguiente notación: 
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donde y = f(x) se lee “y es función de x” ó “y es la imagen de x por f”. 
(x,y) € f se lee “el par (x,y) pertenece a f”. 
Ejemplo.- f(1)23 © (1,3) ef 


(5) De la parte 4), a la función f se puede escribir en la forma: 


ERU THEBIS 
3 157--2 Болт 


Е 
= 
“ 





donde la ecuación y = f(x) es llamada regla de correspondencia. 


Observación: Una consecuencia inmediata de la definición a), es que toda función es 
una relación pero no toda relación es una función. 


Ejemplo.- La relación: R = ((1,2),2,3),(3,4),(2,5)) no es una función, puesto que para 
el elemento 2 existen dos elementos 3 y 5 tales que (2,3),(2,5) є R, que 
contradice a la definición de función. 


b) DEFINICION GEOMETRICA.- f es una función <> cualquier recta 
perpendicular al eje X corta a la gráfica de fen 


un solo punto. Es decir: G (f) гэ L= (punto; 





Gi(f) сїї (py, G, (h) AL= {P,Q} 
f es función =» һ по es función 





Sea Ё А — В una función de A en B, llamaremos dominio de la función f, al conjunto 


de todas sus primeras componentes, al cual denotaremos por D, , es decir: 
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y llamaremos rango de la función f al conjunto de las imágenes de todos los elementos de 


A, mediante f al cual denotaremos por Rp es decir: 





Ejemplo.- Sea f = 1((1,2),0,4),(5.6).(7,8)) su dominio y rango es: D, = {1,3,5,7}; 
К, = 12,4,6,8) 





El dominio de una función f se determina analizando todos los valores posibles que pueda 
tomar x, de tal manera que f(x) sea real, salvo el caso en que dicho dominio sea 


especificado. 


El rango de una función f se determina despejando la variable x en función de “y”, luego 
se analiza todos los valores posibles que pueda tomar “y”, de tal manera que x sea real. 


Ejemplo.- Hallar el dominio y rango de la función f(x) = 2E A 
Solución 
Calculando el dominio: como y = f(x,) entonces: 


y=V2+x-x? luego “y” es real si, 2+x-x? > 0, de donde 


х2-х-250 > (x-2)x*1)x0 mila cum 


-1 2 
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Luego el dominio es: . D, =[-1,2] 


2 


Calculando el rango: como y= | 2+x—x ° , y2 0 


I+.9-4y2 


у? =2+х-х°, despejamos x, es decir: х= > 


Luego х es real si 9—4y2 20 = ys => "359 5 


Por lo tanto К, =[0,+ю> ^ I-2.]1-10.7] de donde .. К, -[.7] 


Ejemplo.- Hallar el rango de la función: f(x) =x?—4x+7, x є [2,3] 
Solución 


En este caso el dominio esta especificado x є [2,3] ahora calculando el rango: como 


ыг E 12 ES [5-3 


у= (х) = х -4x+7. Despejamos х es decir: x= 


х-244у-3 є [23] > 2<2+./у-3 <3 
0<+/у—-3<1 > 0б<./у-3<1 = 0<y-3<1 


3<y<4 > ує [3,4] porlotanto  .. Ry =[3,4] 





A una función f, le llamaremos aplicación de A en B, si y solo si: D у = A. 


En forma simbólica: Un conjunto f c AxB es una aplicación de А еп B < V xeA, 


3 y € B, tal que y = f(x). 


Observación.- Una aplicación es un caso particular de una función, luego toda 
aplicación es una función, pero toda función no siempre es una 
aplicación. 
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Nota.- Algunos autores consideran a la función y aplicaciones como sinónimos, en estos 
apuntes, a las aplicaciones las consideraremos como casos particulares de las 


funciones. 


Ejemplo.- Sean А = {1,3,5}, В = {2,4,6}, calculando Ax B 
Ax B= {(1,2).(1.4).,(1,6),(3,2),(3,4),(3,6),(5.2),(5.4),(5.,6)} 


а) El conjunto f = ((1.4).(3,2); es función donde D, =(1,3) y Ry = {4,2} pero f no es 


una aplicación de A en B puesto que D, € A. 


b) El conjunto 1=((1,2),(3,4),(5,6); es una función donde: Р, = {1,3,5} y 


Ry = (2.4.6, como D, = А entonces f es una aplicación de A en B. 





o 


FUNCION CONSTANTE.- 
Y 
C 
saq 
f(x) = c 
ties! и> $ 
0 X 


FUNCION IDENTIDAD.- 





A la función f. le llamaremos función constante, si su 
regla de correspondencia es: 





donde su dominio es D, =R , surango es A, = {с} 


y Su gráfica es: 


A la función f, le llamaremos función identidad, si su 


regla de correspondencia es: 





También a la función identidad se define: 


f= {(х,у) eRxR/y=xj, donde D, =R, К; = К 


y su gráfica es: 


220 Eduardo Espinoza Ramos 


FUNCION LINEAL.- А la función f, le llamaremos función lineal, si su regla de 
correspondencia es: 


f(x) "ax +b 





donde a,b son constantes y a = 0. También a la 
función lineal se puede expresar en la forma: 


X ї= {(х,у)єКх К/у= ах + 6}, donde D, =R y 





К,=К; аб є К y a%0, cuya gráfica es: 


(4) FUNCION RAIZ CUADRADA.- А la función f. le llamaremos función raíz cuadrada, 
si su regla de correspondencia es: 





donde D =R y Ry =[0,+о > 


FUNCION VALOR ABSOLUTO.- A la función f, le llamaremos función valor 
absoluto, si su regla de correspondencia es: 





Donde D, =R y Ry =[0,+0> y su gráfica es: 


(6) FUNCION MAXIMO ENTERO.- А la función f, le llamaremos función máximo 
entero, si su regla de correspondencia es: 
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donde D =R y R =Z 


Si x e [0,1> 


Si x e [1,2> 


Si x є [2,3> 


Si x e [3,4> 


Si x є [-1,0> 





e fx)=[1x1]=0 => f(x)=0 


e /(х)=[|х]=1 => 6) =1 


© fo)=[lxl]=2 => fx)-2 


© fG)-[xl-23 => f(x)=3 


€» f(x)-[Ixl]2--1 > fx)--l 


Six e[-2-1» «€» f(x)-[|xl]g]-g-2 = f(x)=-2 


Sixel-3,-2> > /(х)=[|[х]=—3 > Їх)--3 
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(7) FUNCION SIGNO.- A la función f, le llamaremos función signo, si su 
regla de correspondencia es: 





Donde D, =R. Ry =(-1,0,1) ysu gráfica es: 


FUNCION CUADRATICA.- 
A la función f, le llamaremos función cuadrática, si su regla de correspondencia es: 


(444 
LN I GGG 
"<a ко у, 

Es 


vu Ак {$ 
Xe Й 


2 





La gráfica de la función cuadrática es una parábola con eje perpendicular al eje X en el 
cual se presenta dos casos. 


“та> () la gráfica se abre hacia arriba. 


Sia«0 la gráfica se abre hacia abajo. 


El dominio de la función cuadrática es: D; = К, El rango se determina completando 


cuadrados. 
Como /(x)=ax*+bx+c => йө Зан Сунна 
I | | a 4а? За 
b 2 4ac — Б? 
x)= alx + —)* + ———— 
f(x) = al 2a de 
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"t 
Luego el vértice de la parábola es: ый! файл В ) 
2а 4а 








2а 
Sia>0 se tiene: | Si à < 0, se tiene: 
D, = R D, =R 
4ac - b° дас - b? 
R ; =[—— +00 > Ry =< —0, ——Ə 
АН 4a 2 4а 


(9) FUNCION POLINOMIAL.- 


A la función f, le llamaremos función polinomial, si su regla de correspondencia es: 





donde ay,a,,4,,..,A,-1, 4, son números reales, a, +0. 
Ejemplo.- f(x) =5x°+7x ° +3х +6, es una función polinomial. 


FUNCIÓN RACIONAL.- 


A la función f, le llamaremos función racional, si su regla de correspondencia es: 





donde a$,a,,..,4,, bg,b,,...,b,, son constantes reales y b, +0 
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2 
' ji x*+5x-17 E bs: 
Ejemplo.- La función /(x) = — ——. esuna función racional cuyo dominio es el 
x“ 5x +6 
conjunto de todas las x, de tal manera que el denominador no se anule, es 


decir: D, -(ixeR/x! -5x 4620) 2 R-(23) 





Si x toma valores especificos, por ejemplo: х = xo, entonces y, = f (xə) se dice que la 


función ha sido evaluada, en otras palabras es: 

Cuando х = x, el valor de la función es f(x.) 

Ejemplo.- Si f(x) 22x? « x? +х+2, el valor de f en el punto x = 2 es f(2) es decir: 
70) = 202)? 4 (2)? 4242216444242 =24 


Ejemplo.- Si f(x) = x° +x+] entonces f(z)=z? +2+1 


Mir =y+ [y +1 


Ejemplo.- Si f(x)=5*, probar que f(x + у) = f(x).f(y) 
Solución 
far y) 25? =5%.5% = f(x).f(y) 


TREN = f(x).f(y) 


DIODOS DA TP"? 
A A A AAA AAA AAA ARA 
CEC 






жил ан 


А ЖЖ PANA ES 
У, 3-2 >ы" ^s = ү, í 
CIR АД Чан Улан" ТҮ NOM. ill lit OP AS 


En las funciones definidas con dos o mas reglas de correspondencia, su dominio y rango se 
determinan de la siguiente forma: 
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Suponiendo que la función f es definida por: 





el dominio de f(x) se determinan así: 


el rango de la función f(x) se calcula por: 





Esta forma de calcular dominio y rango de una función con dos reglas de 
correspondencia, también se extiende. a funciones de tres o mas reglas de 
correspondencia. 

[2x +] si x21 


чи шш ыл DU B. 
x —¿ sl x < 


Solución 
- | AG)=2x+1, si хаа! D, =[l,+00 > 
Calculando su dominio se tiene: з i 
/5(х)=х^ —2, si x «0 D, = < —,0 > 
Luego su dominio de f(x) es: D, =D; UD, = [L4 > U < —o,0 > 


х D; = < —o,0 > о [l,+00 > . 
Ahora calcularemos el rango: 


i | -1 
Si x2l1-» y=2x+1 despejamos x: == el => у> 3 de donde: у є [3,+оо> 


Si x<0 = у= х” —2 , despejando х se tiene: x -—/y 42 «0 = .fy+2>0 = у> -2 


de donde: у є <-2,+00> 


Luego el rango de la función f es dada ро: R, = <-2,+0>U [3,+0> = < 2,40» 





Cuando se conoce una función y = f(x), en base a esta función, se puede construir otra 
función en una forma rápida mediante el siguiente criterio: 
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ler. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la 
gráfica de la función: 


F(x) = f(x) + c se obtiene desplazando 
verticalmente la gráfica de y = f(x) en c 
unidades, siendo hacia arriba $1 с > 0 у 
hacia abajo si с < 0. 





Ado. Si se tiene la gráfica de у = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(x — c) se 
obtiene desplazando horizontalmente la gráfica de y = f(x) en c unidades, siendo 
hacia la derecha si c > 0 y hacia la izquierda si c < 0. 


fx-c) с<0 | Y ух) f(x - с) 
0 


3er. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(x — h) + k 
se obtiene desplazando horizontal y verticalmente la gráfica y = f(x) en h y k 





unidades respectivamente. 


f(x -h) +k Y 
si h < 0 f(x) 
к>0 , f(x - h) +k 
Si hk>0 


1 
і 
1 
I 
I 
і 
і 
I 
! 
і 
! 
i 





fx—h)+k, h<0, k<0 fx-h)*k, h>0, k«0 
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4ta. Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = af(x), а> 0 se 
obtiene de la siguiente manera: 


i) Sta> 1 la gráfica esta estirándose verticalmente en un factor a en base al eje X. 


ii) Si0<a<l, la gráfica esta encogiéndose verticalmente en su factor а. 





Sta. Si se tiene y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = (ах), a > 0 se obtiene 
de la siguiente manera: 


i) Sia> l,la gráfica se encoge horizontalmente en un factor a en base al eje Y. 
i) Si0<a<l, la gráfica se estira horizontalmente en un factor a en base al eje Y. 


ах) si a» 1 
Y у=) 
3 Р ar Wax si 0 <а <1 





6ta. Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = -f(x) se obtiene 
haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje X. 
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7ma.Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(-x) se 
obtiene haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje Y. 





8va. Si se tiene la gráfica y = f (x) entonces la gráfica de la función F(x) = -f(-x) se 
obtiene haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje X y el eje Y. 


Ejemplo.- Graficar la función Е(х)-4х-2-2 
Solución 
La gráfica de F(x)- 4х-2-2 se construye a partir de la función f(x)= Ух ; 


trasladando a la derecha 2 dos unidades y hacia arriba dos unidades. 


Y f(x) = x -2+2 
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Ejemplo.- Graficar la función F(x) = |х — 3| +3 
Solución 


La gráfica de F(x) = |x — 3] + 3 se construye a partir de la función f(x) = |x|, trasladando a 
la derecha 3 unidades y hacia arriba 3 unidades. 


Y Y F(x) = |х - 3| +3 


F(x) = |x| 





m ёл 
о. PA к 5, —29 Fu EE 
е < > к е Р 4 Е b 4 4 К . de " 2 - ` > - 
A ARA CESA ASA SAS RIRS PLA hey ГҮ УУЗУ мл -» : TADA 





ARA RET IERI PO 59 SOS ES E 55 хээлтэгч id a СМ. . 
боо " www ” ? д х WE . "2. . e 
: 11 1 * i4 1 Tiy A | : -- 


(1) Determinar el dominio y rango de la función  f(x)- Ax? -1 
Solución 
Como у-/(х)-4х2-1-»у-4Хх2-1. Luego analizamos los valores que x puede 


tomar para que “y” sea real, y como y= Vx? —1 entonces “y” es real si x?-1>0 


> х?>1 >xs-1 V x21 por lo tanto el dominio es: D, = <-o,-1]u[l, o > 


Ahora calculamos el rango, y para esto despejamos x у= үх? -1,yz0— x 2 t4 y? +1, 


Luego analizamos los valores que "y" puede tomar para que x sea real y como 


x=x+tyy? +1 entonces x es real Vy e R . 
Por lo tanto el rango de f es : Ry =[0,+0> r R=[0,+00 > 


(2) Calcular el rango de f(x) = 2х? 4 5x -6 
Solució 
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Como y= f(x)=> у = 2x? 4 5x - 6 es una función cuadrática en estos casos el rango se 


determina completando cuadrados: 


5.25 


ев so БЕ. de donde y* D E 
2 16 8 8 á 


Luego Y Cz — E, por lo tanto el rango de f es: К, = se ‚+оо > 








2 — 
Determinar dominio, rango y construir la gráfica de la función f(x) = 2 - 
-- 
Solución 
| pec | 4x? — - 
Factorizando y simplificando se tiene: f(x) = ЭШ! = СВ) = 2x —-1, x + 22 
2x+1 2x+1 2 
Luego como f(x) = 2x-1, x + -1/2 su dominioes: D, =R --3 
š ул! 
Ahora calculando el rango, para esto despejamos x: y=2x-1=>x= EC 
como x E<—0,-—>U<-—,0 > entonces €«—0,-— >U<-—,00 > 
AQUA, IA entonces —o < y<—2 v -2«y«o 
2 2 -22 2 


Por lo tanto К, =<—®©,-2>\)›<-2,ю©> 
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(4) Determinar el dominio y rango de la función — f(x) 4 2 г 4 
юэ. 





Solución 
La función f(x) está bien definida si: 


2x x Y 8: 
20 entonces —————— 20, ahora resolvemos la inecuación. 


P dm (x4 2)x -2) 


0 


-2 2 





Luego Dp = <-2,0] о <2,+0 > 
Para determinar el rango despejamos x, como y = f(x) 


2 
Xx” — 





2 
Entonces у= ‚уг20=> у? == de donde Et -2x-4y! =0, y20 
X — 


2444+167" -16у* 20 028y 


5 , y 20 racionalizando х = = ——————, y20 
2y 2y? (2+4/4+16y°) 2+4|4+16у* 


X 
x es real si y solo si y eR. Luego Ry =[0,+=>л R =[0,+00 > 


(5) Determinar dominio, rango y graficar la función: f(x) = sig —) 
X 


Solución 


Aplicando la definición de la función signo se tiene: 














VU 5-5 6 
x+4 
. x-3 .x-3 | ; . 
f (x) 2 sig( )=4 0 si =0 , al resolver cada una de las inecuaciones se tiene: 
x+4 X + 
Г ЕЁ. 
x+4 
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з ~1, 51 -4<х<3 
f(x) = sie -1 0, si х=3 
x+4 | 
l, si x<-4v x>3 


Su dominio es: D, =< —00,-4> U < – 4,0 > 





Su rango es К, = (-1,0,1; 


Determinar el dominio rango y graficar la función: —f(x)=[| 4х |] 
Solución 


Calculando su dominio se tiene: f(x) está definida si x2 0, luego D, =[0, 00 > 


Por lo tanto su rango es: К, = Z; = {01,2,...} Гү 








Si [Vx 202 0s x «129 0x x«1 Loc IN — — 
81 [e =! = 1502 — 1xx«4 6—7 | 

| | ! 
Si[l/x|]=2 > 2<./х<3 > 4<x<9 ! 4 9 X 
Determinar el dominio y graficar la función: f(x) = |x| + x — 1] 

Solución 
Por definición del valor absoluto se tiene: 
o EAS 0. x x-l six21 + V - + 
Ба | » ГУ - | 
MIDES! == и мү 0 1 


Ahora calculando las reglas de correspondencia de f(x) 
Six<O0=>lq=-=x, |»Хх-1-1-х 


como f(x) = | + х—1 > f(x) =-x+1-x=1-2x, parax« 0 
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5105х<1=||=х, |-1-1-х 

Como f(x) = |х| «lx-1|2 x «1-x 212» f(x) -1. para 0<x<1 
81х21 |х| =х, lx-1]-x-1 

Como f(x) = | +|х- 0 =х+х-1=2х-1 f(x) =2х-1, рага xz] 


! -2x  six«0 
Luego la función toma la forma: /(х)=+ 1 si0<x<l 


2x -1 si xzl 





Su dominio D, =R , y su rango es К, = [1,+20 > 


El gráfico es como se muestra en la figura: 





Determinar el dominio, rango y graficar la función: 


füxl si [|x|] es par 


(х) = 
j 12х-1 х+ 541 | хХ1| es impar 


Six e [0,1> => [Ix]]=0 espar = f(x)=0 
Sixe[12» = [[x]]=1 esimpar = f(x) 22x-2 
Six e [2,3> > [|x]]=2 espar => f(x)=2 
Sixe[3,4> > [Ixl]23 еѕ траг = f(x)22x-4 
Six e [-1,0> => [Ixf]=-1 esimpar => f(x) = 2x 


Si x e [-2,-1> > [|х|] =-2 espar = f(x)2-2 
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Six є [-3,-2> = [Ix|]] 2-3 esimpar => f(x) = 2x + 2 


Y 


4 





(9) Determinar el dominio, rango y graficar la función: f(x) = Ax -[|x |] 


Solución 


Calculando el dominio de la función f es decir: f(x), está definida si x-[|x|]2 0 de 


donde x 2 [| x |] que por definición de máximo entero se cumple УхєК. Luego D, = R 
Como [|x|]=n => n<x<n+l, ne Z 
Entonces f(x) = J/x-n, Vx e[n,n+1>, n e Z 
Si xe[0,1> > (х -0 => /G)=./x 
xe[23» > [Ixl]=1. => /(х)=-/х-1 
xe[23> = [|х]=2 = /(х)-4х-2 
x e [-L0>— [[xl]=1 = /(х)-4х41 


x € [-2.-1> = [|х|] =-2 => fix) 2 4x42 
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Luego el гапро es: К, =[0,]1> 


(10) Hallar dominio, rango y graficar la función f definida por f(x) = хаг. 


Lx [HT x f] 
Solución 
Calculando el dominio de la función, es decir: 


f(x) es definida si x —[|x|]# 0 esdecir: D, =R-(x/|x|-[|x1] = 0} 
Como |x|-[[xl]] = х є М puesto que |х| 2 0. Porlotanto D, =R-N 


X six20 | 
Como | x T | , analizamos en la forma 
|-х six«0 


3-х 
x -[Ix |] 





Si x20> у(х) = 


x e[0.1» => [|xl]20 => OPEN 
x Ж 





x e [1.2> => [] x |] =1 => TONER 
IE 

wages " une 
х-2 


х є [3,4> > [Ix1]=3 > р(х) = = -1 
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к e[45> > [х[=4 > /0)-22 
x-4 
3—x 
х є[5,6> > [Ix]]-5 = f(x)= 
x-5 
' -Х 
x € [-1,0> > | x |] 2-1 ida 
=x +1 
3— x 
x € [-2.-1> => [Ix[]=-2 = у(х) = 
-х-2 
3-х 





X € [-3,-2> > [] x |J=—3 = f (x) = 


4 





Luego el rango es: R; = <-0,-2> U {~} 9 «0,4» 


(9) Determinar el rango y graficar la función definida por 


7x — | 
а + 2x, six e<-1,0> 
Х- 





f(x) = [| 
Solución 


Por la propiedad [| x +n|]|]=n +[| x |], n e Z 
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7x —15 7(х-1 X х 
D кы y Б. „2 
] x-1 x-1 x-1 





105) = 1-2 
It 
8 


|+ 2x 
х-1 





10)-7-1- 


Ahora definimos || - *. |] es decir: 
X = 


Como x e<-1.0> => -1<x*0 > Y<x-—-1<-1 = E 208! 
X=- 


= -8<— < = 4«-—— «8 


> [|-— ]=4, 5, 6,7 
xi 


Además PEA > n< --2 ан! 
х-| ES 


I х-1 | 
Mi энийг 
n+! 8 n 


8 
=Z ----Х415- 
n+1 п 


hi 
=> -+—H < -x <] -——— 
n+1 n+l 


n—8 n-7 
< Xx < 
H n+1 








n—8 n-7 








x€ > entonces x e<-1,0> para n = 4, 5, 6. 7 


n п 
Luego f(x) = 7 *n + 2x, n=4,5,6,7 


Ahora definimos f para cada valor de n 
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2х+7+4=2х+11 si xe<-1,-3/5> 
2x+74+5=2x+12 si xe<-3/5,-1/3> 
2x+7+6=2x+13 si xe[-1/3,-1/7» 
2x+7+7=2x+14 si x e[-1/7,0» 





f (x) = 





Graficando la función f se tiene: 





R; = ads ey, (25: ыш ess (20н 
| Š 3 3 3 7 


4-x',si xxl 
(12) Hallar el dominio, rango y graficar la función f(x) definida por: /(х)- M ol 
2+x%, si x>1 


Solución 


El dominio se determina en la forma siguiente: D, = < —, 1] ус +00 >= R 


Ahora calculamos el rango: 


2 


Sixs] > у-4-х >> x? =4-y 


х? =- (y-4) => V(0, 4) de acuerdo al criterio de la función cuadrática. 


Рагах> 1 > y=2+x*, de donde у-2=х” => V(0,2) 
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Ahora graficando se tiene: 





Luego Ry = «—4] U<3,+00>= R 


d -x-12, sixe [-4,6] 
(13) Hallar el rango y graficar la función f definida por: f(x) = | х-2 





: sixe<6,+= > 
x+] 
Solución 
Calculando el rango de la función 


Six st, 6] > y=x*-x-12= -(х-2) 2 


x€[-4,6] > -4<x<6 


9 EM 
> -——<x-—<— 
2 : A 
121 
> 05 < — 
(x – >) 1 
49 . 1, 49 121 49 
= н S (fme — € a E nto 
4 2 4 4 4 
— -P s(x -2? -2 <18 


> Es y <s > ye[- 18» 
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x-2 3 


dme. di 


x+] x+] 





Si x € < 6. + x» > y= 


x e <6.,+>> > 6<x<+o => 7<x+l<+ow 





1 3 3 
> 0< —<-— < ко 
x+1 7 x+1 7 

= "— — — 2-а 


Luego el гапро es: Rp; = LEA Ñ> VU < 2 3» 


49 
< R,=[-— 185 
y =[ Fa 





1 ? 
XY" +x ° +x+] 


(4) Hallar el dominio, rango y graficar la función: f(x) = x +I 
x 


Solución 


Calculando el dominio de la función f(x) es decir, f(x) está definida si x 5-1 
Luego el D, -К-1-1 
Ahora a la función expresaremos en la forma: 


3 2 2 : 

| Ий. © +1)(х +1 Xl. 824 
zs up uel < cl | 

jx + 1] Ix + il | [-x—1, si x «-1 


ыг +] psi x»-1 


Por lo tanto la función f(x) es dada por: f(x) = | 2" ' 
-Y" 1: $l X< — 
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Ahora graficando se tiene: 


Six>-1> y=x? +] > y-I12x? , V(0,1) 


x < -] => y=- x° -| > y+1=-x?, V(0,-1) 


X 





ТА “А, =<—%,-2>\{1,+©> 
\ 
1 


А. 


15 Hallar el dominio, rango y graficar la función: ZO m tx -[I x |] 
Solución 


La función f(x) está definida si x —[| x |] 2 0 

De donde x > [| х |]es valida Ух є R, luego D, = R 

Si xe[0.1> => [Ix]]=0 => /(х)=-/х 
xe[L2» = [х]=1 => /(х)-4144х-1 
xe[23> > [Ixll=2.>:,£00)=2+N4x=2 


f(x) 34 4x-3 


хє [-1,0> > flxl]2-12 /(х)--14414х 


|| 
v 


x є [3.4 > > [|xl]23 


xe[-2-1» => |х| 22  f(x)=-2+42+x 


» 





к ж __. 
7 ccm 
х 
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Determinar el rango y graficar la función f(x)=| x? “ж 
Solución 


Aplicando la definición de valor absoluto a la función f(x) expresamos: 


I, 2.12 
лоза? -oi 9,:51:Х7469 


Ó — x”, six? «9 


гой ES – 9, si x e<-20,-3]u[3,+00 > 


h lo х2. 8 хє<-3,3 > 


El rango de la función f(x) es R , = [0,+00> 





La gráfica es como se muestra en la figura 


+ si es 
Construir la gráfica de la función f(x) РА |х [| X l)! 1 [| X |] $ П> 
[х+[[х-1|)]] si [|x|] es impar 


Solución 


Sixe[0,1> => [|х1]=0 espar = х) = |х| = х 
хє [1.2> => [х1]=1 esimpar => (х) = |х| = x 
хє [2,3 > > [Ixl]- 2 espar > х) = |х+2|=х+ 2 
х є [3,4> > [Ilxl]z3 еѕітраг > f(x) = |к+2|=х+ 2 
x e [-1.0> > | Х1| 5-1 es impar > х) = |х ~ 2|= 2-х 
хє [-2.-1 > =» [х1] = -2 es par > f(x) = |х – 2| = -х + 2 
x e [-3,-2> > [|x]]=-3 es impar > (х) = |х -— 4] = -x + 4 


x e [-4-3>— [х|]=-4 es par > х) = x — 4] = -x + 4 
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7 






— — бит à m . s... u = — AG бий dE VER oh ш= зэ зэв 


* 
һә ——————————— ==» хит — = = — ээ 


to | 


(8) Hallar la gráfica de f(x) = (x —[| x [D^ 


Solución 
xe[0.1» > [[xl]-20 => /fO@()=x° 
xe[12» > [х]=1 => /0)-(х-07 
xe[23» > [1х1]=2 => /(х)-(х-2)/ 
x e [-1.0> > [Ixl]»-1 => /(х)=(х+1)* 


x e [-2-1>> [Ix]2-22 /(х)=(х+2)? 





(19) Graficar la función f(x) = Axl 


Solución 


a X, Si x20 
Por definición |x|= | 
— x, St х<0 












А» or A s 


G AA 





D, =R. К, =[01> 
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Luego la función f(x) queda expresado así: 


Jx, si x2 0 
4- x, si x«0 


тө! 


donde D =R у К, =[0 + о> 





Hallar el rango y graficar la función f definida por: f(x) = Dx — 1|—x 


Solución 





2х-1 si х? 1 
Por definición de valor absoluto |2x -1| =: | 
| —2х si x< = 


51 x< > |2x-1]=1-2x > f(x) = 1-3x 
23 > x-1|[22x-] > f(x)=x-—1 


1-н Si x <> 
Ahora la función dada se expresa asi: f(x): 





Х-1 si xx 
2 


calculando el rango de la función f(x) 


| ' l- 1 
Si r< = у= 1 – 3х, despejandox => х=——<5 > 2-2y<3 > y>-5 


Si Im => y-x-]l,despejandox = х=у+125 = у2-> 


l l ss 4 
Por lo tanto R; =<-7,+00>U [75 y+00 > = [> 


-— 


Su gráfica es: 
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Hallar el rango y graficar la función f(x) dado por: 


^" 


27 , 81 хє[12 > 


[Ixll+/x-[Ix1], si xe[-1,1> 
4- x , si xe[-4-1» 





f(x) => 





Solución 
x e [-1,0> > [Ixl]2-1 => /(5)--144Хх-1 


хє(01» = [Ixl]-0 = /()-4х 

Ahora expresaremos a la función: 
—3 . sí x e[-4,-1» 
-144х41, si x e[-10» 


4х . sí x e€ [0,1 > 
х? , sí хє[1,2 > 


f(x) = 





Graficando cada parte de la función 
Si f(x) =a”, Demostrar que f(x + y) = f(x) f(y) 
Solución 
Como f(x)=a" > f(x*y)2a"" =a". а? = f(x).f(y) 


~ fx + y) = f(x).fy) 
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La función f(x) es lineal, hallar dicha función si f(-1) = 2 , f(2) = -3 
Solución 
Como f(x) es una función lineal entonces f(x) = ax + b 


Ahora calculamos los valores de a y b 





tes | un 


wasis; -5x 1 
= Ч p por lo tanto — f(x) = ——4— 
Бай © Ж 


3 


d 
f(2)=2a+b=-3 





Dada la función х) = mx + b, V xeR, si se sabe que f(3) = 11, f(-3)= 6. 


Hallar m * b 
Solución 
Calculando los valores de m y b 
45 
Г) =3т « bz Ga 5 51 56 28 
= < , Entonces: m+b=—+— = — =— 
/(-3) --3т-0-6 p=2 6 6 6 3 
6 
28 
+b = — 
толе 


Dada la función f(x)=ax+b,xeR, donde а y b son constantes reales, si 
fix +y) = х) + Қу) Vx, yeR,ysi f(-2)=-6. Hallar a y b 


Solución 
Como f(x + у) = f(x) + Ку) 
a(x+y)+b=ax+b+ay+b 
ax+y)+b=a(x+y)+2b > b=0 
Luego f(x) = ах +b > х) = ax 


f(2) = -2а=-6 > a=3 ^ а= 3, = 0 
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(29) Si f(x 44) = x^ +3x, Hallar Қа + 1) 
Solución 
Definiremos la función f(x) para esto se hace una sustitución z=x+4 > x=z-4 
Ahora se sustituye еп /(х+4) 2 x? +3х > /(2)-(2-4) 43(z-4) 2z? -5z44 
Luego la función f(x) es dado por: /(х) = x? - 5x 44 
Calculando fía + 1) es decir: f(a+1)=(a+1)? -S(a+1)+4=a?* -3a-4 


^ fla+l)=a* -3a-4 


Q) Dado el polinomio P(x)=x°+(a+l)x?+x, se define la función f con dominio 


{0,1,2.3,5}, por Да) = resto de la división de P(x) entre x + a , calcular f(2) + f(3) 


Solución 


Calculando el resto de la división de P(x) entre x + a 


x? +(a+1)x° +x|x+a Como f(a) =а? -a 
206 а 
{2) =4-2= 2 
2 
сн (3) -9-3-6 
—x^-—ax 


Luego f(2) + f(3)2 8 
(1 —a)x 
-(1— a)x — a(] — a) 


a” a =resto 





(1) Hallar el dominio de cada una de las funciones 


a) у(х) =үх2 –4х+3 b) f@)=./-|x]| 
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c) по |, 
4-Х 














I2x? -x-1 
(x) = ——— 
цай | x^ +3x 
8) f(x) =vVx? -3x+2+ 
: Р" 8.2 |1-х 
1) Jf (x) = х+2 Vx 
| 4 x-3 
k (х) = + 
) f(x) ES hs 
Rptas: 


a) D,=<-—a1i]u [3,+0> 


e) р; = < =——,—2 > 0[02 > 


e) Dy = <—,-3> U [-z.0» U [1,200 > 


g) D,=<-11]u[23> 
i) D, =4 


4 3 
k == -1>u<-1,-— 
) [ > 2) 


Determinar el dominio, rango y graficar la función: /(х) = | 


Rpta. D = К ‹ 


| 
43--2х-х) 


Eduardo Espinoza Ramos 


y] 
d ЭР, e AA, 
ы i2 
lo? - 4? -9) 


XP k; w 417x? -16 





h) /(x)= 


] 
4х-1х| 


p /(х) -4х-1-241-х «Ax? +1 


4x? —3x—4 
l) /(х) =, S 73 

421 -4x? —4 
b р, =[-11] 


d р, =[12> U<3,0> 


f) р, =[-33> – (-1,+2) 
h) р; =ф 

p р; = 

l) <-5,-2] U [4,5> 


x! -9 si x<4 
5x—2 si x24 
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© 


O, 


O 


Hallar el dominio de las funciones siguientes: 


] 


y rara all 
ЗОО 22001 


à =p 
X 


g) /G)= 2-х 
Vx+1 





p fQ)=- 


b. /09-4х2-4х-122 





b /(x)= I TIT 
l 
e) Aa 
E [4-x. X 
) f(x i] ET 1 
k) f(Q9-1-48-x? -2x 
3x? 
dx -20-x* 
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x^ 


х- EET 





o0 /(х)= 


9 У) = [х2 |] 


D /0)-4х-х 


Determinar el dominio, rango y graficar cada una de las funciones siguientes: 


2 Jos à Ураг 
-x° si x21 
с) у(х) „42-2 


51 x2 2 


7, Ё 
|х *2x-3 si xe<-11> 


Hallar el dominio, rango y graficar la función: 








Ix *2]-x si x e< —4.0 > 


a) /(x)=:3v44-1x si x e<0.4> 
2x —8 S x e< 4, > 
"^ si -54x41 

с) /(5)-44х si 1<х<4 
P si -1«х--5 


e) f(x) =|x—1]+|x + [| 


b) (x) 3x-2 si-4Sxs<4 
X) = 
5 X si4<x<6 
X° —4 si x <3 
d) /(х "a 
Ч |2х- 1 51х23 
221 4<x<7 
b) лэ? „б 
[x | si x&4 


fx -10 si 4<x<7 


si x«4 


f f@(@)=(x°+4)[|2x+3]] 
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Js? 42, Si 22 
g) fco =; fa] BD p h) ло =] 


2 si x«-2 


2х1] si x €[0,3] 
A[| xl] si x€«3,5] 








2[|xi] si xe«-54] Ix 431 si x<0 
Ó Хх) = Ax si x e<1,4] j) f(x) = 2(x-1? si xe[01» 
x^ *3 si хє«-7,-5| 2-1х-4| si хє ас» 


Hallar dominio, rango y graficar cada una de las funciones siguientes. 


a) f(x)-|x- |+ Ix— 0-20 b) /0)-1ХЇ-1х| 

c) х) = x +2] + 2x—2]|-* bx + 5| d) f(x) = | |x — 1| 

e) х) = |[x — 2] + Ix + 1| t х) =|x+2|+ |x-—2]-— |x| - 1 

g) /0)-4212х-51-4х1) h) /0)-41х-21-1Х1 
бал. 

i) /0)4х141х1 j /(х)-42(х-1/, хє[0,2 > 





2-1х-4|,хє(2, œ> 


шаа! -3 х 4 ) /@G@)=—2x-x , sixe[1,9] 
X 


Determinar dominio, rango y gráficar cada una de las funciones siguientes. 


- 


k) /(x)=-—x° 

















a) /(x)=2[|x|]]—-2x b fQ)-245-|x-3| с) f(x) -[12-3x |] 
[12x 1 2-x |x| 
d „=н E aug o A == 
у) sw dD fe) M — D л 
| | |x| | x14 x I] 
= ——— — . —— h = = ——sI 
Er UIT D] ) MP ирэн 400 A 


j /0941х1 541 Х1-151 


Relaciones y Funciones 251 


O, 


Construir la gráfica de las funciones siguientes. 





a) /f(Qx)- sig (|x? -1]-1) b /0)-144-х21 
c) f(x) = sig (x + 1) — sig(x —1) d) а 
x+4 


En cada una de las funciones dadas, hallar el dominio, rango y hacer su gráfica. 





2 4 эр Ps 
a) A PEDO «төр b) Vs pú diya У 
x^ +6x+5 [[x^ 1] -2x-1 
| Ax? —9 (x? 43x - Ax? —5x+ 6) 
= d = ——ə "v P ÑÀcH.r <Ñ V 
9 fo 2х+3 Ж (х2-3х-2Хх-3) 
e Д(х)=[х[#1х|+х+2 i- оде 
х -[I x |] 
p e = Fa b) /(x)=sig(Ix-l]-D+sig(Q1x+11]-D 
2 — 
i) fa) = PA j) yt cai 
Ix|—x+1 x+1 


Graficar las funciones siguientes. 
a /0)-1-х2| b /(х=[|[—х°+1[] 
c) /09-41х| d /@G@)=.lxl 


Jl [1x1] 


Ix *3|- [x * 5| 


=Z = = А є<-5,2 
VELLE Т ее AI MEN U^ J 
En cada función, hallar el dominio, rango y hacer la gráfica. 
| X 2-х 
а) /(x)=—— b) /G)=— = 
[| x HI] 1x [HI 2x |] 
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l |x| 
Mui = —— — d — 
c) f(x) VEISE ) JU) TEN 
3 2 
e) /70-1--41 D /70)4-0-1х1) 
]+ x 
g) J/(x)=x-[lx1l) h) б) = х0 х)? 


Hallar el rango de la función f(x) = x ^x — 2, xe К 


Gráficar la función f(x) = (x^ +4)[12x+31], D; =[-1,1 
Hallar el rango de f(x) = |x + 2] - 2]3 —xl, x є [-4,10> gráficar la función f. 


Sea f(x)=|x]+/-x-[1x/1], 0<х<2 Hallar el rango de f. 
Hallar el rango de f(x) = 51 21х-111(х1-1) рагах e <-5/2 ,2 > , gráficar f. 


Hallar el dominio, rango y gráficar la función 











EE aa 1 
3-x "T ,x€c-23» 
РТА К: ; аб - 
a) /(х)= "n +2x si 15х<2 b) f(x) re x , x e[35] 
— Va eic CU 
x41 
b  f(x)=x? -2x-3 c) /(х)-41-х-441-х 
x? —9 dla 2. 
d /G)=— e) fQ)-JHlxi1-41-x 
х -2x-3 


h) /(5)-16-х-х | g) /(х)-х2-1х|-х-1 
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Hallar dominio, rango y gráficar la función 








— si-1<x<8 y*20 хе 
a) Дан" 1 b f(x)=4x-|x-2|,0<x<8 
-Х 
NA -5«x«3 244x-4 ,4«х«8 
‚ Sí x«3 
ч] 





4 
Hallar el dominio, rango y gráficar la función: f(x) 24[| — i |+t+t3x  ,si4<xs6 
x — 








- A 
IE ap, si 851 <9 
Hallar el rango de Aly ERES sí x € [-2,4> 
1-1х-3| 
ди 21) + 3х -1 l 
Hallar el rango de f(x) = si xe<-2,-> 
[5х 11-15 + 6|х + 2 | 5 
Determinar dominio, rango y gráficar: f(x) = = 9 – —x? sig (255) parts, 
Ix-[Ixl]] — .. si [|x|] es par 


Hallar el dominio, rango y gráficar: х) = 
вува. Ло үү W Пе er mpar 


Construir la gráfica y hallar el гапро de: 


[Ix - 2.1] ‚ si [|x|] es par 


| | ‚Ух €[-3,4] 
3Х-11х4111| , sí [|x|] es impar 


fo 


Rpta. К, =[-7,4] u [3,0] u [1,4] u [5,8 > 


Ix *1|-3 


Sea Ё [-2,4> э R/ f(x) = 
1-1х-3| 


Hallar el rango de f. Rpta. К, -1-24 


Dadas las funciones f(x) 2 -x? +3x+l, g(x) 23x? 42x 41 Hallar R; AR, 
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Hallar los valores de a y b para que cada uno de los conjuntos de pares ordenados sea una 
función y determinar la función en cada caso. 


f =(18),2,3),(1,a? +b2),(—1l.a * b), (a? + b, b), (b a? ,b)) 


g = {(4,3)(—5,-3)(4.а2 —b?),(—5,a + b), (a? +b,a). (a? +b?, b)) 


Rpta: а) a=2 , b=2 b a=-2 я b=-1 


Si f(x) = x - Ax[| E 1, x e<0,6]. Hallar el rango y gráficar 


Hallar dominio, rango y gráficar la función f(x) = El E Pu 

|x || x |] 
Determinar el rango y gráficar la función: f(x) | х? Тань: 241-- 4|, x € <1.3] 
Si f(x) sax! *bx*c, f(— DeC). f(-1)=0 y 1) = 8. Hallar f(5) 
Rpta. a-3,b-4,c-1,1(5) = 96 
Determinar las siguientes funciones lineales 
a) fll)=1 y £(3)=3 b 1) =3 у 3) =1 


с) 7) =0 у 8) = 42 


Si f es una función real es de variable real tal que /(х+2) = x? +x. 


mit dl ГЭЭ „ас Rpta. 6 


Calcular ———— 
2a —3 2 


Si f es una función real de variable real tal que f(x 4-1) = x? +3 





20 Rpta. a 


Calcular Jia DM ‚а 
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Sea funa función real de variable real definida por f(x) = mx + b tal que : 





242) + (4) = 21 y £(-3) —f(1) = -16 Hallar el valor de zf0 Rpta. Е 
Sea f(x) eq . demostrar que: f(x) f(y) ага 
lra 1+ xy 


Sea f(n) la suma de n miembros de una progresión aritmética, demostrar que: 


f(n + 3) — 3f(n + 2) + 3f(n + 1) —f(n) = 0 
l m l x 
Sea quer ha айы ) y ia) ice ай. ) 


Demostrar que: Фф (x+y) = o (х) ф (у) + у (х) u(y) y 
V (x+y) = ф (x) у (y) + Фф (y) w (x) 


Demostrar que, si f(x) es una función exponencial, es decir f(x)=a* (a<0) y los 
números x,,X5,x4 constituyen una progresión aritmética, los números f(x,), f(x) y 


f(x,) forman una progresión geométrica, 
Hallar analiticamente el rango de la función f(x) = 4x -x ^ l.c [0,10]. 


Determinar el rango de la función f(x) -42х-4/х , Si хє [1,9] 
Determinar el dominio, rango y graficar la función f(x)=x%+|x|-x+1. 


Hallar el dominio, rango y graficar las funciones dadas. 


a) /(3)-11-х |) b g(x)-4x«4-4x-5 
kaa. el 2 
Si гө were MEE. манаа 
[13 + соѕ х |], xz 0 senx , 0<х<л 


Hallar dominio, rango y graficar f + g. 
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Halle el dominio, rango y dibujar la gráfica. 





a) /(х) = —5 
[|x -161] 
c) f(x) ава!" 
| Ix [HI x1] 


e) fG)-[Ix -2x-31] 
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42x —1 


b = 
) sS% 11-51 





d) /70)-111-2х11 


f /0)-41х1)-3х 


[et . хє(-30» 
x-|x-2| , хє[0,4> 
FA , xe[48> 


h) f(x)= 





Ix|42 , хє[-7,-2] 


j f@)= MERES [x |< 2 


l-|x+1] 


2x-1 ` ыы 


| х2-9 , хє<—5,—3] 
g) /(х) =41х+31-2 , xe<-3,5] 
х? -10x 426 , xe<5,7] 
E , xe«-23» 
1) 9.120 ‚ x € [3,5] 
1—х 
Пүх-1|-202--2х днес 
К — 
^ die n x e [2.9 > 
7 LETS a -[I1 + x |] 4 [|x|] es impar | 
| 0-х si [xl] es par V xe[-24] 
= eS, 
I) /@)=4U 7 | 
те ! xe[7 4» 


Determinar una función polinómica de segundo grado f(x) tal que f(0)=-5,f(-1)=1, (1)=-7 


Hallar el rango de la función f(x) = A EN 
X“ +к+2 


si x € [-1,10] 
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П1-х[]+[1х—1[] 





Hallar el rango de la función f(x)= A sí x e€ <0.1> 
2-41х1-11х1 
Hallar el rango de la función f(x) = 8x[| es 1 ЕЗ donde D, =<-1.1] 
х-4 x+2 
2 -5 
Hallar el rango de la función f(x) „ерт la 51 x e <-3,5> 
Mo 201 


Si /@)=— y Р, =[4,20]. Hallar R, 
I+ x` | 





y 
4 


Hallar el rango de la función f(x) = " E E sí x e [1,10] 
X° + 





Dado /(x)-4-4(x46)) 9, x e<-00,-11>. Hallar К, 


7—x 


zll 





Determinar le rango y graficar la función f(x)=|4-x*[l 


l=x, x>1l 





cos”, —]<х<] 


x—x?, x«-1 


Determinar él domino, rango y graficar la función /(x) = · 





Hallar el rango y graficar las funciones: 


—2x-] 





3 Бос 
a) /(x)=[|— 1, x e [-1,3] b) f(x) = 151-0151). х є [-2,1> 


Calcular el rango y graficar las funciones dadas: 


iro. si 1х-2 [> 3 
x-2 


Jx? +4х-1, si 0«х«1 b (х) =: 


AO -5-25-3 








a) /(х) =: |х-21-3, 0<х<5 
3x -16 


Х-5 





. х»6 








2-12х-5|, si 25х«3 
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-1х44|, si -8sxs2 

x? - Ax -2, si 2<х<5 

-x! +10x-22, si 5<х<8 
-3, si |x|» 8 


hen si —4<x<0 


с) /(х)-43-х2, si 0<х<4 dj /(х)- 
| —2, si |x|»4 





Consideremos dos funcienes reales de variable real, fg: R -> R si D D, #ф, 


Entonces: 
a) Igualdad de Funcio:..s.- 


Diremos que las funciosc« f y g son iguales si y sólo si 
2 5 


= = — „ 





Ejemplo.- Las funciones f(x) 7-1. etx)2x^ –) 


Son iguales porque L =P, X; 7. glo 
Ejemplo.- Las funciones: j o son ; tales 
puesto que (2, = а 8 M 217, 
Ejempjo.- Las iuncionos гт) = | ; N = фа 
con iguales э de ver ү - | ja ume 
s ЗО» 2-3 gp dev 


b) Suma de Funcicaes.- 


Teniendo cn cuenta que nca | | бу und TET 
"mom is — 
reg'a.Ge'correspondenci 


DEFINICION. Si f Ono ow dun "Ч? 


бех ) l T. LON Ён | Dui 


| др DNI ui 
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Ejemplo.- Hallar f+ g si: Е ((-1.2).(0.0).(2.4).(3.-1)(4,3)}. g= ((2.0).(3.4).(4.7).(6.2)! 
Solución 
Primeramente calculamos el dominio de f y g. 


D, — 1-1,0,2,3.4| з D, = 12.3.4,6| 
Luego calculamos el dominio de la suma: D,,, = D, ^D, = {2,3,4} 


ahora calculamos los pares ordenados que pertenecen a f + g. 


(f +g)(2)= f(2)* g(2) =4+0=4 (2.4)ef +g 
(f +g)(3)= /()+g(3)=-1+4=3 > (Q33ef-*g 
(f + gY4) = /(4)+ g(4) =3+7=10 (410) e f +g 





Luego la suma def y ges: f+ g = ((2,4),(03.3).(4.10)! 


2x +], 8х21 3х-1,81х 58 
» g(x)= 


2 .88х»10 


Ejemplo.- Calcular (f + р)(х) 5: /(х) =< , 
x -2,s1x«0 


Solución 
Primeramente calculamos el dominio de f y g 


"у= <-—ю0> о до» , D, =<-08] o <10,+0> 


Luego calculamos el dominio de la suma f+ ges: Dg = Dr AD, 


AA, (ираса 
PA A 3 
0 1 8 10 


— Ts S—C m. o———— D, 


Dr, = Ру AD, = < –%,0 > v [1,8] U <10,+% > 
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Ahora definimos la suma en cada intervalo 
Six < 0, (f + g)(x) = f(x) * р(х) = х? -2+3x+1=x?+3x-1 
511<х<8, (f+ gx) = f(x) + р(х) = 2х+1+3х +1 = 5x + 2 


Six < 10, (f + g)(x) = f(x) + g(a) = 2х+1+2х 22x? +25 +1 


x^43x-1 si x<0 
Luego la suma (f + g)(x) es: (f * g)Y(x)245x42 51165056 


2x? +2x+1 si x>10 


c) Diferencia de Funciones.- 


Si f y g son dos funciones con dominio D, y D, respectivamente entonces a la 


diferencia de f y g denotada por f — g se define: 





Ejemplo.- Hallar Гв si f = {(1,2),(2,5).,(3.4),(4,1)} y g = 1(0.2)1.0)42,1),-1.3)) 
Solución 

Primeramente calculamos el dominio D, y Dg: D, = {1,2,3,4}, D, =1-1,0,1,2; 

Ahora calculamos el dominio de la diferencia D,,-D,^D,-02| 


Calculando los pares ordenados que pertenecen а f— р 


07-0) = 70) =80)=2-0=2 _ [02e/-£ 
(Y 22) 2 f(2-72(22 25-124 (2.0ef-g 


Luego la diferencia f — g es: f— g= ((1,2),2.4)1 
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d) Multiplicación de funciones.- 


Si f y g son dos funciones con dominio D, y D, respectivamente, entonces a la 


multiplicación de f y g denotado por f.g se define: 





Ejemplo.- Hallar f.g si: f= ((1,4),(4,512,3),3,2)+ y g= ((0.2).(1.2),(2,-1).(3.0).(5.2)] 
Solución 


Primeramente calculamos el dominio D; y De: Dp = {1.2.3.4}, D, =10,1,2,3,5; 
Ahora calculamos el dominio del producto: D +, =D; A D, =(1,2,3; 


Calculamos los pares ordenados que pertenecen a f.g 


ju .g)(l) = fü) g(l) =4.2 =8 (18) e fg 
(f.g)2)= f(2)+g(2)=3.(-l) 2-3 = 4(2.3) € f.g 
Cf.gY3) = /(3) + g(3) = 2.0) 20 (3,0) € f.g 
Luego el producto f.g es: Ёр = ((1,8),(2,-3),(3,0)) 
ТРИ Рта (2x41, х21 2 [3х+1, х58 
emplo.- Hallar (f.g)(x) donde: = : =4 
iis S 4 112-2,х«0 5 |2х° ,x>10 


Solución 
Primeramente calculamos los dominios de f y g: 
ру = <-0,0> U [1+0> , D, =<-%,8] U <10,+00 > 
Ahora calculamos el dominio del producto f.g 


— o o— ——  — 
D, 
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Drs = Dr AD, = < —.0 > v [18] o «10,0» 
Ahora definimos el producto en cada intervalo 
Six <0. (f.g)(x)= f(x).g(x)= x? —2).(3х +1) = 3x? +x? —6x-2 
Silsxs8, (/.е)(х) = f(x).g(x) = (2х +1)(3х +1) = 6x? +5х +1 
Six> 10, (/.е)(х) = f(x).g(x) = (2х + 1)2x? = 4x 42x? 


2 : 
Зх 2x^-6x-2, si x«0 





Luego el producto (f.g)(x) es: (/.е)(х)=дбх^ +5х+1  , Si 15х58 
үт ‚ six>10 
e) Cociente de Funciones.- 


Si f y g son dos funciones con dominios D, y D, respectivamente entonces el 


cociente de 1 y g denotado por f/g se define 





Ejemplo.- Hallar f/g si: 
f =1(-2.3), (0,3), (4.0), (5-3), (6,3)+ y g=1(0,-2), (-2,5), (3,2), (5,0), (8,-2)} 
Solución 
Primeramente calculamos el dominio de f y g: D, —1-2,0,4,5.6) , D, = (-2,0,3,5,8; 
Ahora calculamos el dominio del cociente бе 


Du. -D; ^D, (mc др / g(x) = 0} 


-1-2,0,4,5,6) ^ (-2,03,5,8] (5 € D, /g(5)=0) = (-2,0,5) — (5) = (-2.0] 
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Calculando los pares ordenados que pertenecen a f/g 


/ f-2) 3 8. у 
(a) = = == 2) 
|е g-2) 5 \ 5556 
| 3 
e 9 „3 --3 (525 
g g(0)—2- —2 2 8 
Luego el cociente ЕД es: £ E (ayllos 2j 
g g > 2 
. 2 р иас Sm 2 А ТҮ 
Ети їз иа: Da) = [2x +1, si x e[-3,0 > "m Ix +1, si x e[-2,2] 


lx+2, si x et04] |х-4, віхє<2,5] 


£ 
Solución 

Calculando los dominios def yg: D —-[-302 [0,4], D, =[-2,2] о <2,5] 

Ahora calculamos el conjunto (x € D, / g(x) = 01 


a) Sixe[-22] > eg(x)=x?+1=0 = Я xtal que р(х) = 0 


b Sixe<2,5] > g(x)=x-4=0 = x-4 entonces: x є <2,4> U <4,5] 





= 2 мн 
a 2 0 2 4 5 
A A 
0 o 


Dr, Dy ^D, -14 =[2,0>U<0,2] U<2,4]-(4; =[-2,0 > <0,2] Ç < 2,4 > 


Чан. si x e [—2,0 > 





2 
x 





Dual G кешш] 
Е х +] 

x+2 : 
, 51хє<2,4> 





Xx + 
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Definición.- Dadas dos funciones f y g, tales que: Ё A——>B:; g: B——>C y que 
KyAD, * $ , entonces la función compuesta g o f es aquella función 


definida por: 








OBSERVACION. Рага que exista la composición de funciones g o f es necesario que: 


ILUSTRACION GRAFICA 
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Ejemplo.- Sean f= ((0,1),(1.2),2,3).(4,3).(5.2)) y g= ((6,7),(5,4),(4,3),(2,4),(1,4),(0,7); 


Hallar D Dof ‚así como fog y gof. 


gof * — gof 
Solución 


i) Calculando Dor ` Ss 


D fos -ixeD, /xeD,^g(x) € Dr) por definición: 


Ше 1, 2 4. 5 6 
4 4 4 + y 4 


gO) gd) g2) g4) g5) 806) 


veremos cuales pertenecen al D, 


Se observa que el 4e D, entonces De, = {1,2,5} 


Ahora verenios su regla de correspondencia. 


| fogXl) = f(g(1)) = f(4) 23 | (1,3) e fog 
(fog)(2)= f(g(2))= 704) =3 = 4(23)e fog 
( fog)(5) = (86) = f(4) -3 (5.3) e fog 


. fog=((1,3,Q.3)(5,3)) 
ii) Calculando D 


gof ‚ 


Ор (х єр,/хєр,л f(x) € Р, por definición. 
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^. 5254 e AB 


£0) f(1) 2) (4) 165) 


Veremos cuales de estos elementos pertenecen al D, , entonces le D,, 2€D, luego: 
D or = {0,1,5} 


Ahora veremos su regla de correspondencia. 


(gof X0) = g(/(0)) = g(l) = 4 ү e gof 
1080/)0) = 80/0) = 8(2)=4 => 3(4)egof 
(20/)(5) = /(g(5) = 2(2) = 4 m e gof 


< gof-1(04)(145(5.4)] 


Ejemplo.- Sean f, g: R —— К tal que: f(x)2x 42x43, g(x)=x-5 


(gof)(1) + (fog)(2).(fog)(3) - (gog)(2) y? 


„шый: (fogY2) 


Solución 
Calculando cada una de las operaciones 
(gof)(1) = (g(f(1)) = g(6) = 1 (fog)(2) = (f(g(2)) = 1-3) = 6 
(fog)(3) = f(g(3)) = f(-2) =3 : (gog)(2) = g(g(2) = g(-3) 5-8 
Ahora reemplazamos en la expresión dada: 


Leo + (fog)(2).(/og)() —(gog)(2), 2 Жым. 1 йы” 2 24542 (бүс _ А 


(—) < =(2) — 
( fog)(2) 6 6 2 81 
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-3x!41 si x21 MA (gog)1)4 2g(-1) 


Ejemplo.- Sea g(x) -| ; = 
х-1 si x<] (gog)X—1)+ g (1) 


Solución 


(gog)(1) = g(g(1)) = g(-2) = —3 
Calculando cada operación se tiene: 4(gog)(-ID) = g(g(-1)) = g(-2) = 3 
g(-1) = 2, g(1) = 2 





(208 XD tei) 3:202) -3-4. 
(gog)(--g?() -3«(-2) -3+4 





Ahora reemplazamos en la expresión: 


Ejemplo.- Si  /(x)-x^ encontrar dos funciones g раа los cuales 


(fogXx) = 4х2 -12x 49 
Solución 
(fogMx)= f(g(x)) = 4x? -12x 49 =(2x-3)* 
8 (x) = Qx-3) > р(х) = +(2x-3) 
^A gQ1(x)252x-3 , 8 (х)--2х43 
Ejemplo.- Dadas las funciones f(x) = 3x —2 six є < 0 „t>; g(x)= x? si x e <-3,5> 
a) Hallar fog (la función f composición g) 
b) Hallar gof (la función g composición f) 
Solución 
а) lro. calculamos el dominio de fo g: D,,, = {хєр, /xe D, Ag(x)e Dr 
xe D, Ag(x)e D; 
хє<-3,5> л х? є<0,0> entonces x e <-3,5> A <-20,0> U <0,00> 


x € <-3.0> u <0,5> 
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2do. Calculando la regla de correspondencia de f o g 
(fogMx)= T(g(x)) = f(x?) =3x* -2 
Por lo tanto: ( fog)(x) =3х°—2 рага x є <-3,0> U «0.5» 
b) lro. Calculamos el dominio de gof: Day 2-ixeD, /xeD, ^f(x)eD,i 
xeDy^f(x)eD, 
x e <0,0> A 3x—2 є <-3,5> entonces x є «0,0» A -3«3x-2«5 


x є <0.xo> А -1<3x<7 entonces rE<00>A=7<x <> = xec0 t> 


2do. Calculando la regla de correspondencia de g of 


(gof x) = к(/(х)) = g(3x-2) = Gx - 2)" 29x^ -12x 4 4 
Porlotanto: (gof)(x)- 9x? 12x 4 4 , para: x e< ы => 
3 


à | 2x si x«0 
Ejemplo.- Hallar fog si f(x) = 3x+2,x є <-0,3>, р(х) = | 
-3xsi xz] 


Solución 


[gi (x)=2x si x«0 


g(x)- . donde D, =D, UD, dominio de la función g 


|g (х) = 3x sí x21 
Ahora calculamos el dominio de f o g 
D og —-ixeD,/xeD,.^g(x)eD,4 ixeD, /xe D, MJ D,, Ag(x)e Dr; 


-ixeD, ^gi(x)D, rix e D,, Ag. (x)€ D$ =D fo, UD fog, 


L fog) (Jogi Mx) si x ED og 
перо: х)= 
cgo ОЕА fog, үх) si херь, 
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Ahora calculando D y y D jog. 
Dye, = las € D, /x € De, A 8, (х) Є р, 


x E<-0,0> A 2х є <-0,3> 


x € <-0,0> Лх є <-0,3/2> entonces x € «0» porlotanto D, = <-0,0 > 


D fog, = ix € D, / xe D, ^g3600eDyi 


x є [1,20> А -3x є <-00,3> entonces x є [1.20> Лх є «1,»» entonces x e[l,»» 


Dg,, 71i. 
(Jogi Xx) = f(g (x) = f(2x) 32x) 422 6x42 
(foga Xx) = f(g5(x)) = f (-3x) = 3(-3х) +2 =-9x+2 


6x-2 4 хєс-о0» 


. (/ое)(х)= A A eps 
Ix? si x«l -x si x«2 
Ejemplo.- Hallar (f o g)(x) si: Tape 2123 . ЖЕЧҮ = Раў 
РУТЕ (2х six24 
Solución 


Veremos el caso cuando las funciones tienen dos reglas de correspondencia. 


f(x) si xe D, 


f (x) = f ‚ g(x) 


[gto si хєр, 
f(x) si xe D, E [82 (x) si xeD,. 


el dominio de fo g se obtiene siguiendo el mismo criterio del ejemplo anterior, es decir: 


i) DM = кєр, /x € D, ^g o)eD,i 
X €«-o02» A -x € <-%,1> entonces x e€<-20,2> A x e <-1,20> de donde x e<-1,2> 
ii) D fog, = кер, Fx Es, ^g»5(x)e fil 


xe€[4.» Л 2х e <-0,1> entonces x є [4->x> Ax e <-20,1/2> => х є ф 
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ii) D, -keD, /xeD, Ag) єр, 


x €<-0,2> А -x € [2,0> entonces x є<-20,2> A є <-©,-2> de donde x e<-00,-2] 
iv) Dhog, =1x€D, /xeD, ^g;(x)ye Dog 


x c[4.oo> A 2х €[2,> entonces x e[4,0> Лх e [1,0> de donde x «| со» 


Luego de 1) , 111), iv), la regla de correspondencia es: 
(Лов ХХ) = Л @ 00) = AO) 9 > 
( f50g, Хх) = f(g, (x)) = h (=x) = x` 


(hog Xx) = fs (g; (0) = f. (2х) =—8x° , luego 


МЕТЕ udi 


(Лок)(х) . si хєс-12» 
(fog)x) 24Cf;og;)(x) , si xe«—-2] л (fogMx)=- 


(jaoga x) . si xe[4.o» 





2 " 
Ф ‚51 хєс-12» 





—8x? . si x e [4. > > 





Consideremos las funciones f. g, h, I (identidad) 


(1) fogzgof noes conmutativa Q) (fog) o h 7 fo(goh) asociativa 
(3) (f + р) oh = (foh) + (goh) distributiva (4) (fg) oh = (foh ).(g oh) 
(з) fol=f,lof=f,Vf (6) "o" =1"",п.те2` 
@ ae od” =] «тее s W IBN I" = LLL, de 

n- ve 





(1) Dada las funciones f = (Q2.1),(-2,3)(1,5, 3:07, g = (3.20.2) 3.1)(2,4)1 


Calcular f+ р, f- р, Ёр, бр 
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Solución 


Calculando el dorninio de cada función: Dip 453, 721,2.7 53 De 43:23, 7) 


Como DS -D,, -D,, -D, ^D, = {—3,2,7} 


(+2) = /(—3)+ g(-3 =4+1=5 (-3.5)є / +g 
(7+ 202) = (2) + g(2)=1+4=5 > (2,5) є/+р 
(/ + е)(7)= /(7)+ (7) =8+2=10 (710)e f +g 

О f*g7(-3.5).(2.5)..(7.10)] 
(f —e)X-3) = f(-3)- g(-3) 24-123 (33) f – 

((f£-2)2)2/(2-g()21-42-3 = (Q2-3ef-g 
(f -g)7)2 /(7)-g(7) =8-2=6 (76)Є/-8 


n f— g = 1(-3.3).(2.-3).(7.6)! 


(f/.gX-3) = f(-—3).g(—3) 2 41) =4 (3,4) e f.g 
1C/ 802) = f 2).g (2) =1(4) 2 4 > (24)e /.g 
Cf .gYX7) = /(7).6(7) 2 82) 216 (7.16) є f.g 


^A f. g= 1(-3.4),(2,4),(7,16)) 


Calculando el dominio de fg; Dj;, = Э; ^D, —(x/ g(x) = 0t = (—3.2.71 


| ЭМГ 
reae C34)e7 
bn E 10.2) 
7) 8 
ns ret 
f 


«JL (8 Дуц. D. 049 
g 4 


(2) Sean г= ((1,3).3,5)(2,4),(4,6) в = ((4,1),(0.-3),(3,2),(1,0)+.. Hallar f/g 


292 


Eduardo Espinoza Ramos 


Solución 


Calculando el dominio de cada función: D; = {1.2.3.4}: . D. —-10.1.3.4 


Calculando el dominio de f'g: D,,, = Dg AD, -ix/g(x) 2017 11.3.4] —{1}={3,4} 


3 5 5 

Das e 22 «бан 

y ye 6 - К +. AA 
Da = £9 Le sel 5 

Ë g(4) 1 g 

x4, a< =] [-2x, -4«x «3 

si /( =; ¿8 (x) = . Calculando f + 

f(x) hee, rg d g(x) 1-4 ке alculando g 

Solución 


Calculando el dominio de cada función: 
D,-2«-—»-I»u[-14» ; D,3«-43»U [3,0 > 
Ahora interceptamos los dominios ШШШ HÀ 


-4 «і S x 


===> = f 
e— — —34 D 


D feg = Dr AD, = <—4-1> o [-13» v [3,4 > 
Si x e «-4.-1», f(x) + р(х) =x +4-2x=-x + 4 
x € [-1,3>, (х) + g(x) » x -3- 2x - -x-3 

x є [3,4>, f(x) + р(х) "x x 3-47 x-7 


-х+4 sí xe<-4-1> 





de donde (f + yMx)=3-—x-3 si xe[-13» 


Ке si x e [3.4 > 


Hallar (f + р)(х) si f y g están definidas por: 
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ү y si —3<x<1 

2.. si ГЭХ? 
2x! ,wsi ue 2 


|х-1| ,51|х-1К1 


f(x) = | g(x) = 


3x , silx-1P1 ` м 


Solución 
Х-1-1-»-15х-1:1 > 0sx<2 
x—1|>1 > x-1»1 Vx-—1<-1 > x>2Vx<0 


Ix-1| si 0s xs2 


Ahora a la función f(x) expresamos asi: f(x) = | 
3x sixe<-o0>Uu<2,+0 > 


Dibujando los dominios de cada función en una recta horizontal. 


Dy. |, Dy ^D, =[-30> C [0.1 > v [1,2] 0 < 2,0 > 

Calculando la suma en cada intervalo 

хє [-3.0> > f(0+g(x) =3x+[lx 1] 

xe[0.1» => /(х)+е(х)=|х—1|+{|х |] 

xe[12] => /(0)+eg(x)=| x-1]-2 

x €<2,0> > х) + р(х) = 3x + 1-2x=x+1 

NOTA.-  Seetectua la operación en sus propias reglas de correspondencia 


àx«*[[xl] .sixe[-30» 
Ix - 1i Hi xl]. si x e[0,1 > 

Ix -1]l-2  .sixe[1.2] 
х»! (81 x €< 1,400» 





(f + g)(x) =: 
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[3x 42, si x «0 
Si fx) = Ix - 2| + Ix + 2], g(x)= < | y Н(х) = fx) + р(х), Dy =[-2,3 >. 
1-х, sixz20 


Hallar la gráfica y el rango de Н. 
Solución 


Primeramente definiremos los valores absolutos 


x—2 , si х22 x+2 , si x2-2 
Ix-2|= : s» |x+2|= ' 
2-х . si х<2 —x—2 , si х«-2 


MORIA" TE 
2 2 


Ahora definiremos f(x) en cada intervalo 

Six < -2 , fix) = (2-х) + (-x —2) = -2x 
-2Sx<2 , f(x) =2-х+х+2 = 4 
x22 , х) =х-2+х+2 = 2х 


| m , 44 x«-2 
4-4 si -2Sx<2 


por lo tanto /(х) = 
| Ax . si х2 


Ahora calculemos los dominios de cada función 








- 
О { 
-2 2 3 
1 ^ D 
| c—— n 
HA IR + at= si Bc P 


Dy =[23>=[2,0> u [0,2 > о [2,3 > 
Definiremos a la función H(x) en cada intervalo 
хє(|-20» > HO) =4+3x+2=3x+6 


хє(02» > Hx)=4+1-x =5-x 
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хє(23» > HG)=2x+1-x=x>+1l 
Por lo tanto la función H(x) queda definida por: 


3x46 si -2<х<0 
Н(х) -45-x si 0<х<2 
m 84 Ee «3 





Graficando la función H(x) se tiene: 
Ён =[0,6> 


3 


($) Si se tiene que /(х+2) = x° 
g(x) 


six e <-5,5] y g(x-1) = x? six e[-22]. Calcular f(x) y 


Solución 
Calculando f(x), para esto x * 27 y > x=y-2 


Como x e <-5,5] > y-2 є <-5,5] de donde -5< y-2 5 5 > -3<y 57 > y e «-3,7] 
Luego f(1+2)=x" => f(y)=(y-2)%, y e<3,7] 

Ahora evaluamos en x: /(x)= (x -2y? , X € <-3,7] 

Calculando р(х), paraestox—1=y => x=y+]l 


Comox є [-2,2] > y*1e[-22] > -2 <у+1<2 > -3 <у<1 > yel[3,1] 


2 


Luego g(x-)-x^ = #(у) =(у+)? .ye[-3.1] 


Ahora veremos en x: g(x)= (x +1)? ‚хє [-3,1] 
х? —1, si x «O 


4l-x,si xx] | 
эй. :8(х)-4хХ ‚51 0<х<2 


(7) Calcular (f*g)(x) y (f/gY(x), donde f(x) = | Pa av 
ТЫ QUSE x 
' x Sa x2 


Solución 


Calculando el dominio de cada función 
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D, =<-%/]u [4,+0> , D, = < —,0 > U [0,2] Ç < 2,+0 > 


Ahora calculamos Р,., 


— TV SD. 
0 1 2 4 

—OoMP 
=—— 


Ds. = Dy А D, = «—0» v [0.1] v [4,+> > 
Calculando f(x) + g(x) en cada intervalo 
SIX є <-0,0>, f(x)+g(x) =Й —х+х? -] 

x e [0,1], /(х) +2(х) =Ál—x+x 

x e [4.+0>, f(x) +g(x)=.x+x+5 


pow -l. si х«0 
41-х х АГ (005 ХЕ] 


4х-х-5 ‚ Sİ x> 4 


(f +g)(x)= /(x)+g(x)=- 





Ahora calculamos Dy,, es decir: 
D,,, "Dy; A D, -ix/g(x) = 0} = <-00,0> U [0,1] Y [4,+00> - {0,-1} 


= «-o0,-]» |) «-1,0» U «0,1] U [4,+00> 














| | Р” 
5 . si xe«—o,-1»u«-10» 
x FH 
cos 10) PERLES , sí хє<0,1] 
g g(x) x 
x 
- , si x24 


x+5 
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Calcular (f + р)(х) у(06)(х) donde 


x? -1 ‚ si x <—2 | 
41-х , si -2Sx<0 ; g(x)-24 
x , 5 0<х<20 | 


752} ‚ sí -10<х<2 





Го) =: 


Ух “За Хо... 





Solución 


Calculando el dominio de cada función 


Dy == U [52050 [020>, D, ==<=—102> [оре 


Ahora calculamos el Dz, А 


-10 -2 “0 2 20 


Dig =Df AD, =<-10,2> ë [-2,0> ù [0,2 > u [2,20 > 
Calculando f(x) + g(x) en cada intervalo. 

x € «10-2», f(x) eg(x) - x CT x^ 1=2% -2 

x e [-2.0>, /(х)-8(х)-41-х-37-1 

x e [0.2>, f(x)«g(x) 2x4x?^ -1 


x є [2,20>, /(х)+е(х)=х+-/х 


2x^ "o si -10<х<-2 
J1-x 4x? -1 si -2<x<0 
24 y =l si 0Sx<2 
xx si 25х«20 





Luego se tiene: (f + g)(x) = f (x)+ g(x) =: 
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Calculando (f/g)(x) 
х? —1 
x3 si -10<x<2-4-1,1) 1 si -10«x«-2 
X 225 
Ji-x I or si xe[-2,-1» v «-10» 
i 5 si -2Sx<0-(-11) f 21273) 
гаад шлан si x e[01] 2 «12» 
й 3 - si 0552-4-40} 5 & i 
х“ — 
x . 
T si 2£x«20 "ia si x e[2.20» 
x 


(9) Dadas las funciones definidas por: 
f= {(0,0),(4.3),(2,4),(-3,2),(3,-1)} y g= 1(6,2),(3,4),(2,0),(4,7)). Calcular fog 
Solución 
Calculando D fy es decir: D, = {х/хєр, ^g(x)eDyj 
D={ 2, 35 4, 6 y 
boy d X 
g(2) 23) g4) g(6) 





Veremos cuales pertenecen al D, 
Se observa que: 0e D;, 4eDy,, 2єр, entonces D pg = {2,3,6} 


Ahora calculamos los elementos de f o g 





je = f(g2) = f(0 =0 (2,0) € D poz 
(fog)(3)= f(g(3) = f(4)23 => (33) E€ D og 
(Jog X6) = f(g(6)) = f (2)=4 (6,4) € D jog 


fo g = {(2,0),(3,3),(6,4)} 
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x+2, x<l а 
Sean las funciones reales de variable real f (0) =) Ч u , 8(х)- x ‚ x«0 
(хХ-1, x»1 1-х, x20 


Hallar fog a 
Solución 


De acuerdo a los criterios establecidos se tiene: 


AG)=x+2, х51 29800 нх? - x«0 


fe mrt — (£g2(x) -1-x, x20 


Calculando D fog, = x€ D, ^ g (x)e Dr) 

xe<-00>A х? x1 desarrollando x є <-о,0> Л -1<х<1 = хє [-1,0> 
(лов, х) = f (8,00) = f(x) 2 x^ +2, x e [-1,0> . 

Calculando D rog, -(x/xeD,. A 2,(х) єр} ) 

x є [0.+0> Л1-х є <-о0,1] entonces х є [0,+0> A 0sx«o > x e[0,*o» 
(Aog: Xx) = fi(gx(x))= $, 1-x) =1-x+2=3-x 

Calculando ОЮ, = {х/хєр, ^gi(x)eD; j 

x e<—=,0 > A x? e<l, +20 > 

x € <-0,0> Ax € <-0,-1>U<]l,+0>=<-00,-1> > x € <-00,-1> 

(30g Xx) = fx (g  (x)) = h(x?) 2 x* -1 

Calculando D fog, Fx ED, A gx) EDs} 

x є [0,+00> А 1—x є<1,+©> entonces х € [0,+00> Ax €<-00,0> => 6 


x? -l si x<-1 





x? +2 si x e[-10» 
3-х si x€[0,+00 > 


(fog)(x) = ° 
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, == | 2 ав 
Dadas las funciones: го) Б ЕЕ ] a 8,x<0 


—1, x e<1,+00 > [xl] ,x20 
Calcular (f o g)(x) 


Solución 
х) = x, X €< —0 | T II 
ra ) 4| ptr Ig; (x) - x^ -8 " x«0 
љо) = -1 x ecl» £360 -[Ixll si xo 
D og = D rog, UD rog, UD rog MD y og, 


Р poz, =4х/хєр, ^gi(x)eD;j 
x«0 A x^-8e«-o] > x<0A -o«x? «9 
> x«ÜA(-e«x! Ax? x9) > x«0 A (R A-35x53) 
> x<0 A -3<х<3 > x e [-3,0> 
(Лов) = (в (х) = AG -8) =x° -8 
(fiogi)G) = x° —8, x є [-3.0> 
Р fog, *{х/хє О.А 820) Di) 
x20 Allxl]]Je«-o]] => x20 A -o«[Ixl]s1 
> x20 A -o<x<2 —xe[02» 
(Лов Xx) = 5 (2, (09) = Л, (Ux ID =[1x 1] 
(f 08,10) =[1x1], x e [0,2> 
Р год -ix/xeD, А g(x)eDyj 


х<0 A x*-8Be<l+o> => х<0 A 9<x*<o 


x<0 A (9<x2 A x^ <+e) >x<0 А (х<-3 Ух> 3) > xe<-00,-3> 
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02) 


(f30g1Yx) = f, (8109) = f, (x° —8) =-1 
(f,08, Mx) 2-1, x є <-00,-3> 

Ров, =(x/xED¿ A &3(х)єр, } 

х20 A [Ixl]e<l+o> => x20 A 1<[|x[]< +00 

> x20 A 2%x<0 > x € [2,+0> 
(/50g5) = f, (g, (x)) = N (1х1) = -1, x e [2,+0> 
(f,.og;)(x)=-1, x є [2,+00> 

х2-8 si xe[-30» 


(fogXx) 213llx1] si хє[0,2> 
-1 si x e<-—0,-3>uU(2,+00 > 


Si f(x) 2x? y (fog)x) 24x? -12x 49 encontrar dos funciones g(x). 
Solución 
(JogMx)= f(g(x)) = 4x? -12x «9 
g*(x)=(2x-3) => р(х) = +(2х—3) A gy(x)2x-3, g,(1)=-2x+3 
Si fix —1)7 x—2 y (00/)(х+2) 22x? -x. Calcular р(х) 
Solución 
fx- Dex-2  {ху=х—1 
(gofMx+2)=2x*-x => (gofMx) =2(x-2)? -(x-2) =2x? -9x +10 
(gofMx)=2x? -9x+10 de donde g(f(x)-22x?-9x410 


e(x-1)=2x?* -9x 410 => р(х) =2(x+1)? -9(x -1) 410 =2x? —5x +3 
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S1 х) =х?* +2 y g(x)=x+a, determinar el valor de а de modo que 


(fo g)(3) = (g o f(a— 1). 
Solución 


(fog)3) = f(g3) = f(3*a) = (3+а)? +2 a? + ба +11 ... (1) 
(gof Ka —1) = g(f(a -1)) = g((a -)? +2) 


= g(a^ -24+3)=a* -2а+3+а =а? -а+3 ... (2) 
. 2 2 8 
Igualando (1) y (2) se tiene: а +64+11=a*-a+3 => E 


Si H(x) = cos 2x y f(x) = sen x encuentre una función р tal que H(x) = (g o f)(x) 
Solución 

H(x) = (g o D(x) = g(f(x)) = cos 2x 

2 


g(sen x) = cos x—sen2 х =1-2sen? x A g(x) =1-2x? 


o яаж O AA! 
| | СІС УУ Р11:3Р1:11у05111 ya ¿ 





| 


© 
© 


o e 


E vy УУ 


Calcular ftg,fg.f/g,donde = {(1,2),(3.4),(2.5),(4,1)}; 8=4(3,-1),(2,1),(1,0)(0,2)} 
Calcular f+ g , f.g ,f/g,donde f= {(-3,2),(0,0),(2,4),(3,-1),(4,3)}, 
g = {(2,0),(3,4),(4,7),(6,2)} 
Si f= {(1.3),(2.6).(4,8),(6,2)} y g= {(1.2),(2,-1),(0,1),(4,5),(7,0)5 
Hallar f+ g, f- р, f.g, бр 
Si f= {(1,4),(2,5),(3,6),(4,-6),(5,-5)} у g= 1(0,8),(1,3),(2,0),(3,7),(4,0),(5,10); 
Calcular f+ g , f- g, f.g, f/g 
Sean f= ((2,8),(8,4),(6,9),,7),G,6),(1,5); y g= 10,1),8,2),6,5),(0,5),0,3)) 


Hallar f+ р, f—g,f.g, fg 
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(6) Sean f-1(4046,5.5,4(83)(9.2.) y g= (8-5)(2,2)45-4) 
Calcular f+g,f—g.fg,fg 


(7) Calcular f + р, f.g . f/g de las funciones 








| [2х+1,х > 1 (3x+1,x<8 
a) J/@G)=4 , ‚  g(x) 74, , 
[а naar «0 3x? x »10 
7 ,x<10 ! 3àx-1 , |x-1k1 
b = : - 
) 70) - , all 80) | i SS 
: j 4x*l , x2-1 
M едй si x>1 y: s x x 
llx-1]si х<1 FAA 
x? si x e[-10,-7» mx tad ov, ҮЭ” Rer] 
d) /f(x)242x si xe[-40» , g(x-94-x43  , si xe«-4,0] 
2x^ -2 si x e« 08» х? +2 , sí хє< 0,3] 
[2x -1 , xe[0,1 > 3x , xe<-LI) 
e f (x = > , x =} | ' 
) J G) 2" , x c [2,5 > glx) 2x , xe<1,4] 
p гө-17 ,xe[-13» TE «ce ee b 
i -2x+3 , xe[36] | H] , xe[5,7> 
' ер, <2 x-1,0sxs3 
g убд= 6 ‚ (х= 
Ee а x+1,x<0 
2 
-1 , x<0 
m <1 p ' 
» Hallar (Ё+р)(х) y (£/ gx) si: f(x) = 4 “ийн « g(x)=3x ,0sxs2 
РЕБЕ 





Х 5 , x>2 
(°) Hallar (f + g)(x) . donde: 


х=й „ 4,1] 5 ,хє«-3-1» 
Го) 51411 х1|41 , хє(0.2| , 8(х)-1-2 , xe<0,2> 
|х-2143 , xe<-1,0>u<2,3] -3 , xe[-1,0> 42,3» 
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Жут | | 4ах+[һх|| , xe«-30» 
Dadas las funciones definidas por: f e Ёс га " 
x" + Ep S38 4 are б> 


(x 21 up ESO. UP Hallar (f + gXx) y graficar 
SWT TS ү 
lx, xe[-5-1] | х-21|, хє[0,3> 
Hallar (0 donde: = = 
allar (f/g)(x) donde: f(x) Ы Y. ат (х) | X na 


Hallar (f+ р)(х) y graficar donde 


[Ix-11] , xe<-4,-1] |! ‚ хє[=3,-1> 
Го) =[|х|]+1_,‚ хє(0,2| & 20) 251 xc[02à 
|х-2143 , "x t& 24,0 5 7€ 2,3] I-2. x eL10» 23] 


Hallar (f + g)(x) y graficar donde 


sig (Ix?-4]) si x? «9 
х +6 

















109411 | si x*-12x<-27, 8(х)-3,хєК-19,4оо» 
Ma si |х-3|»6 
Dado las funciones f(x) = 2х —3, -1 <х53 ; g(x)=x—[|x|] , x e R, hallar (Da) 
8 
^ == 

12254. ао лох 
Dadas las funciones: f(x) = T=x 5 E 

4х-3| . 55х<4 


— -— 2 -— ^ — 
g(x)= Ш T) "we i 3 berto, Hallar (£+ g Xx) y graficar 


Hallar (f*g)(x) y graficar donde 


ix? Del? 113 , xe[-22] 


TEN | 
rd | в) = [Ix^[] , х< 


x e<2,4 > -2 ‚ хё&2 





L 


x-1 
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Dada las funciones f(x) = 2x -[12x * [Ix Ш. Я <sx<l 


8(5) 211х-21-1Х1| . lxi «t; Hallar (f+ gx) 


Hallar (+р)(х) , (Ер)(х) , (£g Xx) donde 


24x-1 . хє(03» 


[иш ‚ xe[-ll» 
x-2 , хє<3,5]‹[6,8 > 


СУЩ [5x . xe<1,6] 


g(x) - 


Hallar (2f — 4g)(x) , donde 








| lxt - 4l xe«-21» 
r ХЇЇ хє<-М> 4 MB | 
f(x) = g(x) = 
(lx 3] x e[1,4> 1111-25-11, senos 
x 3x+5 


Calcular (f + g) (х), (Ёр) (x), (f/g) (x) y graficar donde 


122071 a) ё + £ a 
) foy PE 2(5)-4х . D, =[1,4] 


P sal ue L 1-2 
В) f(x)e43x L«x«3. s(xLs2[l... 2«x«3 
Un e laa . x«6 
[Ix 0х2 -4]] . x «3 X.X$2 
с) /(х)- ——— , g(x)= А 
E 184 r-l. >S 
| 1-2Хх ,-35х«-1 х?) 
à = o 
ea EA pt 
ЭГ цан si xe[4,0] х) J2x-4 , хєРвг) 
e = ° = 
4 13x+2 si хє«0,5» BM 12-х бесов 5 
х 
| х—2 , же{24> — |], 1.8» 
S aL el | тан xe[ 


2 
Ix^ -14x 4 48 , x e(610» [2x -10], x e[812» 
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va c Jix1-41, x e[76.0] [x42 . x22 
) /(x)- | x) =? 
° i | 2 єв» go» DT a2 
[[x -1|] [I sig(3—230|] , x e[0,6 | x22 - 
B Si "а. | [I 4 1 [0,6] | sodi | ,xe«-83» 
| X , xe« 6,10 > x|x—2| , xe<3.8] 


2 
x? ——r Ë si x «3 
i) fiis -? si [x-1| 51 o|x-1| «3 [ ч t 


| (х) = 
ix^ -4x-Asig(|x| 3) , x e [0,2] 


2 
Pew) si x e[5.10» 





A m 


2 
4 +16 , «-4,-2 , 
las b im I 4 - 2x44 ,хє«-3-Ї» 
x|l-2x , xe[-12» , g(a)= 
ix? -21 , xe[=1,5> 





p 5i Jupa 





х”... хаш» 


Determinar fog , cuando f= -1((1,3),(2,4),(3.5),(4,6)) y g= ((4,1),01,2),(6,3),(0,-2)4 
Determinar fog , роѓ, cuando: f= ((0,0,4,2),2,3),(4,3),(5,2)+ 

g = ((6,7).(5.4),(4,3).(2.4).(1.4),(0.7)] 
Hallar gof si: f= {(2,5),(3,4),(6,2),(5,0),(1,7)} y g= ((4,8),(5,3),(0,9),(2,2),(7,4)) 


Hallar gofsí: f= ((2,5),65,7),3,3),8,1) y g-1(0,2),0.3)(4,5).(6,7)] 

те" 3x-2 ,xe[-44» ; 

Si f(x) а(х) = х" +1. Hallar (fog)(x) 
| ‚ x e[4,6] 


Consideremos las funciones reales de variable real 


- x+2,x<1 
g(x)e 15 y ism E *^'. Hallar fog 
|1-х.х20 l 


х-1, х» 
Sean las funciones f y g definidas por: 
[x> -5x ‚ х<-2 2х-4 , x>-—2 


f(x) = 
llx-2|-2x . x22 


g(x) - 


: 
х +3x , x $2 
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-4 
Hallar: £(0)+ g(0) , (1) f(-3) ,(fog)(-2) , Ss . (800(3) , (рор)(-3/2) 


жЕ 2 -Х41 , xe<-—0-2> 
Hallar ѓор 51 f(x) =2x* +] ,x e <-2,20>, g(x) = 
2x , xe«6,0» 
2х , Xu 


Hallar fog sí f(x) 23x * 2. D, =<-0,3>, 2 
allar fog si f(x) = 3x f S 8(3) ух 


Determinar gof si, f(x) = < 


Eel . x—l — x .xs0 
зү 24827 5 


2x, x>0 


й , 6-1 


I y] 
Hallar fog si , Г) =, 1йх<2 , ф(х)={ 
I, WES 
l , x>4 
2x—1 , x«[0.2 
Hallar fog y gof , donde, /(х) = [0.2] , g(x) 2 x 
x ,x€«3,5] 


Si Н(х) = Vx? -2x43 y (НОГХХ)-411х1143 . Calcular f(x) 


x? -l| „Ж <9 x ‚ x> 4 


2 Ix|-x , x<0 


Calcular (fog)(x) . donde f(x) = | 
x +] , x23 


: s 


[xl] . x<0 


Calcular fog y graficar 51: р(х) = | , fG)= x+] , -1<x<2 


2 


x?-1, x20 

L P" (02 [х2 -2x , x «1 
Calcular fog , donde, cami токка. di А si 

-X-2,x2 e x2 


Si /(х)-42х-1у gG)242x!-7 . Hallar la función h tal quefoh=g 


Dadas las funciones f(x) = 2х ~ [| 2х + [2х [11], —<x<1 


h3 | — 


р(х) = ||х+2 [- |х|, |x]< 1. Hallar fog , роѓ 


Nh 
ОО 
oo 


@ 6G 
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Sean f(x) =2x*-1, g(x) = 4x! -3x ,x € R , probar que fog = gof 


Si х41) =3x+1 ,g(x) = 2x-3, hallar (fog)(x*1) 


f 


[х2 й AM Em 
Sean f(x) = g(x)- | : hallar gof 
Ке? x22 2x , x 24 
Hallar fog y gof si existen , donde 
1.2 . хє«-11» xl] , xe[01» 


f(x) 24x-1 4120) == 
| Ix? -1, x e [1.3 > 


lx? +1] , x e<1.2 > 


Hallar (fo g oh)(x)si f(x) 2x? «2x41. р(х)=х—2, Mx)=x-3 
Sean fix) = ах+ 2, g(x)=x-6,ax0,bx0 sifog= gof hallar b(a-1) 


4х-1 ,-1«х53 об) - 1€ on l| -21xl, si 42 <х<0 


Sean /(x)= 
х/2 ,4«x&6 ix[Ix -3]]o 2 , si 2<x<4 


Hallar fog si existe 


Ix|-2 
[п een 


4x? +2x , xe [1.2 > 





ll. xe<—1,1 > 
Dadas las funciones f y g definidas por: f (x) = 





(2% д 
х—1 
|-1| , xe«03» 


g(x) = . Calcular (fog(x) y (gofMx) 


| | [x , хє[—3,0] | 
Determinar gof si /(х)54 , . g(x)=x— 15, хє «-10, 9] 
x“ , хє< 0.5] 


(fog(x^) , x<0O 


Hx. x20 
- (го/)(/х) . x»0 


‚ X< 


Sean /0)-11Х1) y о), . Hallar: 25 


Si Е(х) = сірх y g(x)=cosecx encontrar una función f tal que F(x) = (fog)(x) 
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Si (gof )(x + 2) = 2x" -x y f(x-1)=x-2 Calcular р(х). 

Si (fogY(x-1) =х”—2х y g(x)=x+3 Determinar f(x). 

Dadas las funciones f.g: R——>R, definidas por: 

(2x+535)=4x+] y g(x) =х°* +3. Determinar (fo p)(x) у (go N(x) 


Si F(x) = (1 —cos2x)secx y f(x) = ѕепх. Hallar una función р tal que F(x) = (gof)(x) 





| 
Si F(x)= cos x y f(x) š — , hallar una función g tal que F(x) = (fog)(x) 
+ x` 


SiF(x)=sen2x у р(х) = cosx , encontrar una función f tal que F(x) = (fog)(x) 





0 . x<0 | . x«-0 
x, xe[01] , g(x)z42x. xe[0.1] 


Determinar gof si, f(x) = 
Ü . xe | we 





[x? —4 , х0 
1 


Si /(х)-4х-х7,0«х5«7, g(x)= 
pup +, x»2 


, hallar (gof)(x) 


Si (go) 2x42 , f(x) 2 x? + 6x? «12x & 8, hallar р(х). 


Dadas las funciones /(x) 4х7-1| y g(xa)=Y9-x? . Determinar (gof)(x) 


mE | х-11. 0«xs3 
51 / (x) = + pm ал: 
1411-01-42 . x3 


l ' 
р(х) = сэ , determinar gof 
Де 
х-1. -4<x<4 


(х) = x^ -2x 
xl]. x>4 sno 


2 
Hallar fog , siendo f(x) = ү 


Si #(2—х)=-/х—1 y (gof)(x) = 2x-1, hallar f(x) 
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2х+1 , si x es par ДЫ? 01 
Si f(x)242x „Si x es impar . g(x) =—— O. Hallar gof si es que existe. 
0 ‚ SÅ X Ho es entero [Ix |]-_ 


Sean las funciones f y g definidas por: 


|x+6| 
={|х+3|—3 
згө? Md 1e<—1, > 





l.si х<—2 . 8 x e< —,.—1 > 





T 
(х) = 1—x 
lac p: si x e[-2.-1] 





Hallar las funciones (fog)(x) y (gof)(x) 


Sean las funciones f y g definidas en R, tales que: 


| [x2 „ Gu 4227 PS 
f(x) = ! . g(x)= E T 
(vandir . gv |х—5 84 


Hallar las funciones (fog)(x). (gof)(x) 


ЭГ L và 
Sean las funciones f(x) 215 дийх . g(x)- "ud . Hallar gof 
(х . 50982 2x , x24 


Hallar роѓ, si f y g son funciones reales, tales que: 


ad 
. ad 


Ix Pas ad] 


xc 
со” Lon e= 5 


U ‚ x2 
Sean las funciones f y g definidas por: 


x!-3x зі x<3 x-1,x«2 
f(x)24 , y g(x)= . Hallar fog y su rango 
1-х +3 si x»3 2 .x24 


Sean las funciones fyg definida por: 


2197: за. -E[0,4 
sss Е y g(x)= Х x e [0.4] 
|[-x . 124 | 0 ,xe<4,7> 


Hallar fog 
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Dada las funciones f y g definidas por: 


x^ -4 , x e [0.4] 
0 ,xe«47» 


а=} ` P; y эн 


НТ CE 
Dadas las funciones f y g definidas en R por: 


sig(|x^ -4|) si |x| s3 


x46l 
ТЭ 


x^ 410x421 si |х-3|»6 





si xe<39> y g(x)=3 , хє <-00,9> 


Fx) =. 














Construir la gráfica de f + g, indicando explicitamente su rango. 


821 MES Ахы ; 4 
Hallar fog, siendo / Miri й з у g(x)= x —2x si x(x-2)20 
| x гаас [xl] sí x(x-2)«0 
[x si xe«—oJ x1-4 0,41 
Hallar fog, siendo: Го) = \_, 3 5 у ai А i — 


2x41, -3Sx<-l 


4. 
1951-4 с341 4: E 


| 0 ,хє«47» 





Hallar fog siendo: /(х) =: 


. X2] 





3 
х 





y g(x)= 1 —x determinar los dominios de las 


ч 


Dadas las funciones f(x) E 2 


composiciones fog y gof. 


Si 8(2-х)-41Хх-1 у (go (x) = 2х —1, Hallar la función f(x) 


у g(x) = 1 — x, determinar los dominios de las 





Dadas las funciones f(x) = š 


composiciones fog y gof y sus reglas correspondientes. 
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wl IA 





-1, x <Ü 


Hallar (fog)(x) s: f(x) == 3х+2. x>0 


k —P<x<1 , g(x)= 


—, х2] 
X 





51 f(xy өх? -16 y E. Hallar (fog)(x) 
x+2 


X" 43x, si x $3 3⁄—x, si х1 
Sean las funciones f y g definidas por: / (x) E a d g(x) = | 


Ldbg {р o 5-х, si хэ! 


Hallar (fog)(x). 
1 
кар 
|2x2 +3], хє<2,3> 





[|x —1|]. x e[0,1 > 


xe<-2,2> (x) | His d 
(х) 24 — allar (fog)(x) si es que existe 
I? -l. xe[13» 





Si f() =- 





Si f(x) = x? +2x+2. hallar la función р(х) tal que (/fog)(x) =x? -4x+5 


(х. хє<—о,]] 8 x20 
Hallar (їор)(х) si /(х) = 5 8(х)-4 ' 
Б la L X g€ < 1 +00 > £ ) |П x |). yx > 0 


[[x-1|]] 0«xsx3 
Su J (xy= y 0 y g(x)= ju . calcular (gof)(x) 
Jit-x1-22. x>3 x-4 





иш: 


4x? +2х, хє[12> 





ll xe<-1,1> 
Sean fy р dos funciones, tales que: JG) = 


2 
puspa nana | | 
р(х) = | x-1 . Hallar fog, si es que existe. 


|х-1| xe«0,3» 


Si H(x) 2 x? -2x43 у(НоРХХ)-4/ х1|-3 calcular F(x) 


Hallar 


-4, 0,1 3, 414 
Dados о-у x c [0.1] 9-0 x e[-14] 


х? +1, x e<—o.0>U<l+0> 2x + [х х, xe[3,4] 


(fog)(x) si es que existe. 
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a) Función Inyectiva.- 


La función f: A — B es inyectiva (univalente) si a cada elemento del dominio le 
corresponde un único elemento del rango, es decir, si existen dos elementos 


ху Xx € D, distintos x, х, cuyas imágenes son distintas f(x,)+* f(x,) lo que 


es equivalente a decir: 


Si x,,x€Df : 0) = f(x3) > х =x, que es la forma más práctica para 
4 


determinar s1 una función es inyectiva, 


Ejemplo.- 
А f B A f B 
f función inyectiva f no es inyectiva 


Ejemplo.- Determinar que la función f(x) = 5x + 3 es inyectiva. 
Solución 
fes inyectiva si /(х) = /(х,):2 х = x; 
fox) f(x) 5x,+3=5x,+3 29 x) = х, 
^ f(x) =5х+3 es inyectiva 


Observación.- En forma gráfica se puede determinar si una función es inyectiva o no, 

para esto tracemos una recta paralela al eje X, si dicha recta corta a la 
gráfica en dos partes o más, entonces la función f no es inyectiva y si corta en un solo 
punto, entonces la función f es inyectiva. 


Ejemplo.- Si f(x)=x? y g(x)-4x 


294 Eduardo Espinoza Ramos 





Y 
g(x) = x 








f no es función inyectiva g es inyectiva 
b) Función suryectiva.- 


La función f: A > В, es suryectiva (o sobre) si y solo si, V y € В, existe x є 
A tal que y = f(x); esto quiere decir que todo elemento de B es imagen por lo menos 


de un elemento de A es decir que f: A > B es suryectiva si Ry = B 





Ejemplo.- La función Ё [0,00> — [0,00> tal que f(x) -3/х es suryectiva puesto que 
Ry =[0,0 > 
Ejemplo.- Determinar si la función f(x) = 3x+5 es suryectiva. 
Solución 
Como f: R > R / f(x)  3x*5 
y-5 





y 7 3x+5 despejamos x es decir x= 2- Luego V y e R, Зх = 
y —5 y-5 
Tal que /(х) = / V NP = "m +5= y entonces f es suryectiva. 


c) Función Biyectiva 


La función Ё A > B se llama función biyectiva, si la función f es inyectiva у 


suryectiva simultáneamente. 
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Ejemplo.- Determinar si la función f: [0,2> — <-=,0] tal que f (x) = rt es biyectiva. 
X — 
Solución 
i) Veremos si f es inyectiva, es decir: /(х) = f(x,) — x= x) 


РОД! 





= ХЭ,мс-2Х-хүх-23, 
x-2 x- 


-2x, =-2x, => x =x, porlo tanto f es inyectiva. 


ii) Ahora veremos si f es suryectiva, para esto es suficiente ver si el rango de f coincide 
con el conjunto de llegada. | 





y Ж. e АШ, айы а быа Уш 
x-2 y-1 y-1 
Fa do oz PS V 25 c ba Ts eo 
y-1 y-1 y-1 У-1 у-! 
+V - Y + - N + 
0 1 A 1 


y є <->,0], luego Ry =< —,0] entonces f es suryectiva. 


Como fes inyectiva y suryectiva entonces f es biyectiva. 





a) Función Creciente. 


La función f se llama creciente si para todo x,,x, € D, se tiene: 
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b) Función Decreciente. 


La función 1 se llama decreciente si para todo par x,,x, € D, se tiene: 





c) Función Monótona. 
La función f se llama monótona si la función f es creciente o decreciente 
d) Теогета.- Si una función f es creciente, entonces f es inyectiva (univalente). 
Demostración 


Sean x;,x; € D, ,tales que x, + x,, de donde se tiene x, < x; Ó x; «x, 


Si x, < x; entonces f(x) < f (x4) por ser f creciente 
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Si x, <x, entonces f(x,)< f(x,) por ser f creciente 


Por lo tanto en ambos casos se tiene f(x,) = f(x) es decir, si x, + х, entonces 


f) + f(x,). Luego la función fes inyectiva. 


e) Teorema.- Si una función es decreciente, entonces f es inyectiva (univalente). 


Demostración 


La demostración se hace en forma similar al teorema anterior. 





Cuando las funciones dadas son inyectivas su rango se encuentra en forma muy práctica 
de la siguiente manera: 


Sea la función inyectiva cuyo D, =[a,b] entonces se tiene: 
Si f es creciente se tiene: Ry =[/(a), f (b)]: Fig (a) 


Si f es decreciente se tiene: Ry =[ f (b), /(а)]; Fig(b) 






fía) [----- 





L. . — A 


нийн a= == — чыз s хувь — m 


bru 





ч) E c 


b 


a 
Fig(a) Fig(b) 





Ejemplo.- Calcular el rango de f(x) = x? para x є[-2,2]. 
Solución 


fes inyectiva y creciente entonces R, =[f(-2), /(2)] = К, =[-8,8] 


298 


Eduardo Espinoza Ramos 





Су ШР "s 
> 





a) 


b) 


Definición.- Consideremos la función: /={(х,/(х))/хє D y соп dominio 
D, yrango R , entonces diremos que existe la función inversa de f, 


si y solo si, fes inyectiva. 


A la función inversa de f denotaremos por f * ó f !,la cual es definida en la forma 
рог . - 


siguiente: 





donde: D a = К, y Ry =D, 

Ejemplo.- Consideremos una función inyectiva f= ((1,3),(2,5),(4,7),(6,9).(8,11)) 
entonces la tunción inversa de fes: f*=((3,1),(5,2),(7,4),(9,6), (11,8), 

donde Dj, =(3,5,7911)=Ry у К. =(1,2,4,68) =D, 

Gráfico de la Función Inversa 


Consideremos una función f y su inversa / *, el gráfico de la función inversa f* 


es simétrica a la función f con respecto a la función identidad I(x) = x por tal motivo 
dicho gráfico se obtiene por reflexión con respecto a la recta I(x) = x. 
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c) Propiedad Fundamental de las Funciones Inversas 


Si f: AB es una función inyectiva y f *: B>A es la función inversa de f entonces: 





d) Cálculo de la función Inversa 


Sea f: AB una función inyectiva, entonces a la función inversa /*: В Əà А se 


puede hallar resolviendo la ecuación | 





Ejemplo.- Hallar la inversa de la función f(x) = 7x + 3 


Solución 


J(f*(x))=x = 7f*(x)+3=x "^ уто) = 22 


También la inversa de una función inyectiva se puede obtener еп la forma siguiente: 
Ejemplo.- Hallar la inversa de la función — f(x)=5x-3 six e[0,5] 
Solución 


Como y = f(x) > y = 5x - 3. x e [0,5] 
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; y +3 
Primeramente se despeja х: x= = 5 





‚х €[0,5] 


Luego se determina la variación de y 








e A 0525255 => 0€y43x25 
-35у<22 > ує [-3, 22] 
y+3 . 
= ‚у є[-3. 22]. ahora permutaremos x por y es decir: 
x43 x*3 
EA ,X € [-3. 22]. Por lo шие ЧЫ == , X € [-3, 22] 





Si dos funciones f у р son inyectivas y la función composición f o р existen entonces la 
función fo g es inyectiva por lo tanto tiene inversa (f o g)* en este caso tiene la siguiente 


propiedad. (fo g)* = g* o f* 





—— — | | 2|x|+x+2 
(1) Determinar si la función es inyectiva f(x) —,1—— ——— — — 
: Yay ol? 


Solución 


Simplificado 3x"? 42x" ^ = |/х(3х +2) de aqui se tiene que x>0 = |х| = x entonces 


Jxx42) х 


debemos probar que Қа) = f(b) > a=b con lo cual se determina que es inyectiva. 


f(x)*. 


| 21x vx 2 ч 3х+2 1 
V 3x ^4 217 ч 


Қа) = {Ы => Fw > a=b. Porlo tanto f es inyectiva. 


V 


4a 
S- 
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Demostrar que fes inyectiva donde f(x)=5*, Vx є R. 
Solución 
Debemos probar que: Қа) = fb) > a=b 
Қа) = ҚЫ) > 5% =5° > a=b 


Por lo tanto f es myectiva. 


Dada la función f(x) 2 x * 4x? *7.x € [3,3]. demostrar que f es inyectiva. 
Solución 


Probaremos que Қа) = О) > a=b 
Қа) = ҚЫ) => arta. +7 bep? 47 
a—b = уь? + 7 EE +7 ,elevando al cuadrado: 
(a-b)? 2 (p? «74a? +7 y? 
ah+7 =-{а? «14b? +7 „elevando al cuadrado: 
2343 2,2 2 2 
a b^414ab* 49-a^b^ +7a* +7b7 +49 
a? -2ab+b*=0 > (a-b) -0 >a=b 2. fes inyectiva 


La función f: R —>[0,+00> definida por f(x) = 5х2. ¿Es f suryectiva? 
Solución 


Debemos de comprobar que: V y є[0,+о0> , Эх eR tal que f(x) = y 


, dii. 
pero como y=5x7 > х-4-4/у/5 , entonces: 


Эрээ +./у/5 , y E[0,00> tal que f(x) = (t4 y/5) = S(t4 y/ x)? = y 


^ f(x) = y > f es suryectiva. 
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Determinar si la lunción f(x)=x+1-[|x]] ,x e Res inyectiva. 
Solución 
Definimos él [| x|] ,V x e R 


[xl]zk © k<x<k+l,keZ. Luego la función f(x) queda definida 


х43 .xe[2.-1» 


f(x)24x*2 , xe[-1.0» 
x«l , xe [0.] > 





Luego la función f(x) es la unión de una familia de funciones lineales donde cada una de 
las cuales es inyectiva, es decir: 


f(x)2x-«l-[]|xl]] > fx)2x-*l1-k 

Probaremos que si f(a) = f(b) > a= b 

Ќа) = ҚЫ) > a+ 1-k=b>+1-k > a=b 

Por lo tanto cada función f(x) sea inyectiva falta ver que la intersección de los rangos de 
dos en dos es el vacio. 

Г (х) 2 x «1-k 

xe[k. k*l» => k ХК! = k+IZXx+1<k+2 => Ligxtl-ke2 


IS f, (x) «2 ^ yep Rm, Ss 
(S fO = [1,2 >= . por lo tanto f(x) no es inyectiva. 
k=1 
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Determinar sí la función f: <-4,3] —> [-9,13> definida por f(x) = -2x + 1 es biyectiva. 
Solución 


Veremos si fes inyectiva, es decir: f(xy) = f(x4) > x, =x 


| f(x, ) = —2 x, +! 


A 2x, +1=-2x,+1 > x, =x,. Por lo tanto f es inyectiva. 
J (X>) 205 


Ahora veremos si f es suryectiva, es decir: R, =[-9,13> 


У e« 4,3] 
: 


— 





Como y=-2x+1 > x= 


4 53 > -8<1-yS6 > -9<-у<5 => -55у«9 


Ry =[-5,9 >*[-9,13>, por lo tanto f no es suryectiva, 
Luego la función f no es biyectiva. 


Determinar el dominio de la función f(x)=x?-—6x+8 para que la función f sea 
biyectiva. 


Solución 


El dominio de una función cuadrática 
para que sea inyectiva se determina 
completando cuadrado es decir: 

f(x) = x° —6x+8=(x-3)?-1 que es 
una parábola con vértice en el punto 
(3,-1) por lo tanto f es inyectiva sl 





D, =[3,+0> ó para D, = < —0,3] 


Si existe f o g. donde f y g son inyectivas. Demostrar que f o g es Inyectiva. 


Demostración 
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о) оо) _ [asn 0 
g(x3)=f(x4) ls = x. ^. (2) 


Como f y g son inyectivas, entonces: | 
Probaremos que Го g es inyectiva, es decir: 
(fog)xj) -(fog)(x)) => хүэх, 
(fog)xi) =(fog)x;) => J/(g(xi)) = /(#(х›)) 
= g(x,)=g(x,;). por ser f inyectiva. 
— ху =X,, Por ser g inyectiva. 


Como (fogMx,)=(f0gMx,) = х; =x,, entonces fo р es también inyectiva. 


Si ЁК — Bes una función suryectiva. Tal que f(x) = [x — 3] - x, Hallar el conjunto В. 


Solución 
x-3, x23 
Se conoce que |x -—3|= 
3-х. х<3 
Te , -3 , x23 
Luego a la función f expresaremos asi: f(x) = 
3—2x, x «3 


Donde D, =<-%,3>U[3,+00>, ahora calculamos el rango 


2<3 > y>-3 > ує <-3,+0> 





Si x«3 > y=1flx)=3-2x > yal 
Si x23 > y=f(x)=-3 => y=-3 

Ry =<-3,+0>U (3) =[-3,+00 > 

Por lo tanto la función f es suryectiva cuando: B = [-3,+00> 


Si la función f es creciente en todo su dominio demostrar que f es inyectiva. 


Solución 
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Aplicaremos la definición siguiente de función inyectiva f es inyectiva, Si x, * x, 


implica que f(x) f(x), V х.х e D y 


Como ххх, > Xx <x, Мх) < pero f es creciente entonces: 


Гор) < f(x3) V /(хэ) < f(x,) de donde f(xj)* f(x,) porlo tanto f es inyectiva, 


" f f — Sİ x €< 4,+0 > 
(1) Demostrar que la función f es inyectiva, donde: f(x) =+ ух 
—X ,S81 x<0 


Solución 


| | 2 . . 
Primeramente veremos si /(х)=—= y f,(x)= —x* son inyectivas. 


Je 


2 2 
У x,x;€D, > (х) = fix) > === x-x 


4n 4» 

Por lo tanto fi (x) es inyectiva. 

V x,x3€ Dy > р(х) = р(х) > "p eq => x)=X, 
Por lo tanto f,(x) es inyectiva. 


Ahora veremos que К, Л Ry =0 





2 4 
-= =» X=— 


4x y 


Рага х є <4,+%0> > yz 


4 
є<4,+о> > —>4 > pel = yc <01> = Ry =<01> 


J 





x= 5 


parax<0 > у=-х? > x=—J-y «0 => 4-» >0 > -y>0 => y<0 


К, = < —20,0 > 
72 
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К, A Ry, = <0, > A < —œ0,0 > =ó 


Por lo tanto es inyectiva. 





4- x? ‚ х<ф0 


Determinar si es inyectiva la siguiente función /(x)= , 
шш +7х-3 , х>0 


Solución 
La función f(x) =4- x° , x < 0, es inyectiva. 


La función f,(x)= -5x? +7x-3, х» Q noes Inyectiva. Por lo tanto la función no es 


inyectiva. 


H z я * е ` 2x AS 1 * Xx < 0 
Hallar la inversa f (х) si existe, de la función f definida рог: f(x)=3 , 
Xx +1, x>0 


Solución 


Graficando a la función f(x) se tiene: 51 x s0 => К, = < —] 


Y x>0> Ry =<l,+0> además cada función / (х) 
y f(x) son inyectivas, y como R, AR, =ф 
E \ 
! y = f(x) entonces f(x) es inyectiva. 
Por lo tanto existe la inversa de f(x). Ahora 
: 0 X calculamos la inversa de f(x) 


Si x s, (x) 22x41 


Para esto: fi( f. (x)) = x 


` А х-1 
хє«-х,1|, 2f (х) +1= х, de donde f (x)=, x<1 


© 
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Si x>0, /,(х) =х° +1 
para esto: f, (f; (x))= x, x e <l,+o> 
fil(x)+1=x,dedonde /5 (х) 2 x-1, x e «доо» 


e 24 OX 
por lo tanto: / ай 2 





Probar que f(x) = Ax —x para 0 < x < 1, posee inversa y hallar la función inversa si es 


que existe. 
Solución 


Para que f(x) tenga inversa debe de ser inyectiva y para esto debe cumplir que: 
Гор) = ГО) > x, = x, 
Afa x, = 44x; хо = A јх) (х -x,) 20 
=> An јх) Gn = Y 1) =0 
> Qu -4x)4- x о) =0 
Como 0 <х,<1 > 4-Ax, —[x, +0 
Luego Мх, R =0 > x =x, porlo tanto 
f(x) es inyectiva entonces existe f*(x), ahora calculamos la inversa f*(x) para esto: 
f(f*(x)) = x, x є [0,3] 


despejando f*(x) se tiene: /* (х) = (2+44-х)? , x є(0.3| 


mE | any si -2«x«0 
Hallar f*(x) si existe donde f(x) = 2 


1х2-11-1 si 0<x<1 
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Solución 
Primeramente definiremos el máximo entero [|1 м! y el valor absoluto |x2—1| en 
! £ x 
cada intervalo [| 1 AU JE _ 
Como-2<x<0 > 0«-х«2 


> 0«-2 «12» 1-5 0-0 


) + ° + 
= xi-l1z(x4D(x-1) Ni a геа. ot 


-1 1 








Para0sx<1 => |x?-1|=1-x? por definición 
Por lo tanto la función f(x) queda en la forma: 


=x si —2«x«0 
rw] 


1-х si 05х<1 
Como f(x) es inyectiva, entonces f*(x) existe: 


Si -2<x<0, (х) -—x. calculando su inversa 


AUR буя 





xe<0,2>, -= / (x) = x, de donde Mf (x)= —x „О <x <2 

Si 0<х<1, /, (х) = —x?. calculando su inversa A 

Se tiene: f(f(x)=x*.-1Sx<0, dedonde —f (х)-х, -1«x«0 
5/1(5)-4-х,1«х «0 


=x si O<x<2 


Por lo tanto la inversa de f(x) es: f 2 = " 
= —l«X3 


мин EA w @+ҥ+2 
Hallar f*(x) si existe donde /(x) = [EL 
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Solución 
Calculando el dominio para definir |x| 


312 «2x? =-/х(3х+2) deaquix>0 => |[x|=x 


(2d) 40012 4 | 3х-2 "AES 
13х22 +212 (-/х(х-2) х 








Ahora simplificado se tiene: /(х)= 


Determinaremos si f(x) es inyectiva: Ќа) = f(b) => а= (fes inyectiva) 


] ] 
a= b) m -—— =— = zl 
fía) = f(b) Ya 3b a 


Por lo tanto f(x) es inyectiva entonces f(x) tiene inversa. Ahora calculamos la inversa. 


f(f*(x)) = x 
| 


: N (x) 


(17) Si f es la función definida por f(x) = 4x? +16 +2х, x € [0,3] determinar si existe f*(x). 


=x , de donde у*о)= 
x 


Solución 
Para que exista f*(x) la función f(x) debe de ser inyectiva, es decir: 


Si Қа) = f(b) entonces a = b 

da? +16 +2а = 4b? +16 +2b entonces 2(a -b) = 4b? +16 Va? +16 
para que sea f inyectiva debe cumplir a = b de donde 

a—b=0 = vb? «16 Ja? +16 =0 

Ja?«16-45?416 > а?=Ь? > laa 


> |а| = || => a=b puesto que a, b €[0,3] 


por lo tanto f(x) es inyectiva = 3 f*(x) 
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Ahora calculamos f*(x) mediante la ecuación: f(f*(x)) 2 x,x e [4,11] 
4f * (x)? +16+2f*(x)=x = (f * (x))? +16 = x—2 f *(x) elevado al cuadrado 
(f *G)^ 4162 x^ -Axf *(x)+4(f*(x)? > 3(f*(x))?2—4xf*(x)+x2—16=0 


Ax t J16x? —12(x2 —16) А Axis У 273348 


Fx) = 5 = FUE = 
| 2 2 
гео) 02039 ka E с S „х e[4,11] 


Si f(x) = D Lm Determinar si f*(x) si existe. 
x *2x-3 ,xe[-1l» 
Solución 
Determinaremos si f(x) es inyectiva 
Six23 = fi(x)-4x-3 donde К, =[0,00> 
Si fi (x1) = fi (x2) >x; -3 = 4х -3 elevando al cuadrado = x, = х, = / es inyectiva 
Si-1sx<1 > f(x)=x*+2x-3=(x+1) -4 
Сото-15х«1 => 0sx+1<2 > 0s(x+1)?<4 
> -4S(x+1)-4<0 > Ry -[-40» 

Si (х) = (х) = (х +1)? -4=(x, +1) -4 

> (ху +1)? = (х +1) > x, +1= x, +1 

= x, = х, puesto que x,,x, €[—1,1>. Por lo tanto f; es inyectiva. 


Como Rs, ^К, z[0,0» ^ [-—40>=ф. 
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Entonces f(x) es inyectiva y por lo tanto 3 f*(x) 


Ahora calculando la inversa de cada función: — /,( f, * (x) =x ,x є [0,+®> 


<> A (5) =x" +3, хє джэо» 


/5(/ (х) o x ,х e [-4,0> 
(75 (x)! «2f*(x)-32x => /,/(5)-4х44-1,хє(-40» 


х?+3 .х20 


Jf" o a 7- 
Jx+ 4-1 ,-45х<0 


Si f(x) = 2x — 3b , determinar el valor de b de manera que f(b+1)=3f* (b? ) 
Solución 


Calculando la inversa de f(x): f(f*(x)) =x, xe D,. 





2f*(x)— 3b = x, x € D. , de donde гео). xe Dr. 
como Mb+1)=3f*(b?), entonces 2(b+1) —3b  3(9- — 


3b? +119-4=0= (39=1Xb+4)=0, dedonde b= ,b=-4 


Хо 8027 PENA V —34х<-1 + 
Sea JAS. a . Hallar f*(x) 81 existe. 


59-28 si —1 < «3 
Solución 
Analizaremos sí /; (х) = x^ -8x47, (х) = 47 -2x es inyectiva 


Si4<xs7V-3sx<l = f (1)=x*-8x+7 


f(x) m x3 —8x+7 5 (x - 4)? -9 
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Si хүүх» ED: fiG)m ЛО) > хХүэх, 
(4-4) -92(x,-4) -9 = |x -4 4x, -4l 

> x -4|2|x,-4| > x, =x,, puesto que x — 4] = x — 4 
Si 4<х<7, Ix -4|24—-x si 3Sx<-1, Luego f(x) es inyectiva 
Si-1<x<3 > fí(x)=47-2x 
Si Хү.Хэ єр; : /5(ху)= fa (xx) > хүрэх, 
47-2х, -47-2х: > 2x, =2x, = Хрэх,. Luego /,(х) es inyectiva. 
Ahora calcularemos el rango de cada función. 
Si 4<х<7 V --3Sx<-1 => 0S(x-4) «9 V -75x-4<-5 
-9«(x-4)! -9«0 V 16<(x-4)” -9540, prolo tanto R, =<-9,0]u «16,40] 
Si-1Sx<3 > -6«-2x 42 > 1<7-2х59 > 1«47-2xs3 
Entonces Ку, = < 1,3] 
Сото К; л Ry, =ф entonces f es inyectiva en todo su dominio. 
Ahora calculamos f*(x) 
NU) х ,х e <-9,0] о «1640] 
(Mio? -8f (х) 7-х-0 ,x e <-9,0] U<16,40] 
7 (х) -444/х49 


44x49 x €< -9,0] 


hoo = ВЕРЕ 
4-4x49 „x є< 16,40] 


— — -= CM — — рээ 
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£x .x € <].3] > 47 -2/1 (х) =x ,x € <1.3] 


fi) =5(1-1?) me) 





4+-{х+9 ‚х є< —9,0] 


Luego la función f*(x) queda en la forma: f*(x)=- 4-4х49,хє« 16,40] 
72253 e<1.3] 





Sea la función Ё [1,4] > [a,b], tal que f(x) 2x^ -2x43 , 


y hallar los valores de a y b para que f sea biyectiva. Rpta. 


Es inyectiva la función real f(x) = 





2 








x pel 
Sea f: A — «1.10] dada por f(x) = шал 
4—2x 
a) Determinar А Rpta. 
b) Mostrar que fes inyectiva 
Sea f: A — <-4,1 | definida por f(x) = mass 
10—2x 
a) Determinar A Rpta. 
b) Mostrar que f es inyectiva 
4 
Sea f: A >[-9,-1> dada por f(x) = E 4 
-Х 
a) Determinar A Rpta. 


b) Probar que f es inyectiva 


c) ¿fes suryectiva? Rpta. 


Demostrar que f es inyectiva 


a=2,b=11 


<-00,0]Ju[4,00> 


«-00,0| U <10,00> 


<(,00> 


no 
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Dadas las funciones reales siguientes: 





f(x) = 3x + 2||, g(x)= : XX%l y h(x)-3x-*7, р(х) = x + 2lx| 


x+] 
X 
¿Cuál de estas funciones es inyectiva? 


Demostrar que las siguientes funciones son inyectivas 


a) f(x)=3x-2,x>20 b) f(x) = sen x, x€«-7.7] 


c) f(x) = (x — n +k ,х21 d) f(x) =2— x° ‚хє К 
е) Ух) -49-х2 ,x 2]. En forma analítica y gráfica 


Demostrar que la función f definida por: f(x) =1-— x? -4x —5 x <S- 1 es inyectiva 


-] 
Demostrar que / (x) = 2 
+2 





, X + -2 es inyectiva 


Sean f: A ЭВ, g: B > c, demostrar que: 
a) Sigofes suryectiva entonces g es suryectiva 


b) Sigofes inyectiva entonces f es inyectiva. 
L Z | х +] I 
La función /(х) = (1 «¿Es suryectiva? 
Х was 


‚хє < 0.2 > uJ < 2 .oo> 





Sea f una función definida por: f(x) =— 
гт 


Determinar si f es una función biyectiva Rpta. si es biyectiva 


А 5 ' ВУР Э š 5 Б . . 
Determinar si la función f(x)=6x-x"-5 es f inyectiva, si no lo es, restringir su 


dominio para que sea inyectiva. Rpta. No es inyectiva 
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(45) 


X 


ТТ D, =R. Es f una función inyectiva? 
x 


Sea f una función definida por f(x) = 
Rpta. fes inyectiva 


(x4 2)? + бх—16)(х — б) 


- Mostrar que fes inyectiva y graficar 
| (x -2)(x* -4x-12) 


Dada la función f(x) = 


Sea /(x)= кг prem , X € «1.2». Demostrar que f es inyectiva (ó univalente) 
Xà x —1) 


Si se sabe que f(-1) = 4 y f(3) = -2 , donde f es una función lineal, hallar la ecuación que 





define f*(x) Ера. f *(x) = E + 
Sí f(x)=2x+c y f(c)=2f*(c*). Encontrar el valor ав: 
a) f0). £*(0) Rpta. 3 b) S Rpta. —4 


Si fix) = 3x + 2a, Determinar los valores de a de modo que (a?) = f*(a+2) 


Rpta. a=-1 Y == 


Hallar la inversa f*(x) si existe para la función. f(x) = x? +4x-1 ,x є <-4,-3> 

Rpta: f/*(x)- 2 ars [-4,-1> 
Hallar la inversa f*(x) si existe de la función, f(x)= x^ -2x-1 ,x22 

Rpta. f*(x)=1+4/x+2 ,x 2-1 


Hallar la función f*(x) si existe, para la función, /(х)=(|х—5|+1+х)/5—-х 


Rpta. f*() === (180-27) “х € [0,00> 
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: [x? «2x42,x 21 rm" — 
Si f(x) x4 . Hallar la función inversa de f(x) si existe 


x? +4,1<1 
-144х-1,х25 


Эр Pet «5 
хт". х 


Si la función Ё <-1,1>—> R, definida por: f(x) = Gs Hallar la inversa de f(x) si existe 
š | 


Rpta. /*(x)= 














1+ | х | 
Hallar Г*(х) si existe de: 
| -41-Х,Х50 —x.x «0 
a) 9-1 : b /(5)54 , 
Ix^ +1,x > 0 |-x^,x20 
c) /0(5)44х-314х)/3-х d) muet motu SP AO 4x-6-[Ix-4Ik +6 
Тех 
Dada la función /(х) = 2 Е : recho >. Hallar f*(x) si existe. 
= 
А 12-х |,х22 н r — Р 2 
Si ЁК К tal que /(х)={ , : . Determinar la función inversa f*(x) si existe. 
LA A 
х+3 ar 
7 





Consideremos la función f definida рог: f(x) = {х + 4x -2,0« x «3 





„же Jl 





Determinar si f es inyectiva, si lo es hallar f*(x). 


3 


. 51 fes inyectiva hallar f*(x). 
x -[Ix |] 


Sea f: R OR tal que f(x) = 





Hallar la inversa f*(x) si existe de: 
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2x - 9-1 —/-х+1,х<1 
a) /(х)={4х”,—1<х<0 b Их) =4х-[х],1<х<2 
адь d 3Х-5 ,хєс24» 
[-4x? ,x«0 РЧ 
c) 25 Es йу rd 3x0 
4-x? 05152 py. Зар 
Ix! -4| ,05х«2 
Dada la función /(x) 24 ү? Hallar f*(x) si existe. 
-—+x-1,x22 
4 
24- x +2, x «0 


Rpta: ro и №. 
44-x, 0<x<4 


2x-l,x«-1 


4x, -1€ x S0, Hallar f*(x) si existe. 





Dada la función /(x) =: 





x+4,x>0 
x+1 
— , x<-3 
> x 
Rpta: f*(x)= E .0<x<4 
х-4 ,х»4 
а 
=+2х+2 , х<-] гамин 
Dada la función /(х) = J à : Š , Hallar f*(x) si existe. 
[yx +1 , Хаг! 
16 4x x» 1 
Rpta. sek 
|x! -1, xs0 
i-r! +х+2+1 .-1<х<1/2 
Dada la función Г definida por: f(x) =: 7 
| ——— .A«x«4 


х +1 
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ipe с nos 


| x+5 | 1 
2-х 3 5 


Hallar f*(x) si existe. Ыра. f*(x)=- 


-— 


бор — 5 
———4J9-4(x-1).1sxs— 
1 у 4х — 1) х 5 
Ix 44] 


, X € <-2,0> Ú «0,1» 
|х-11-1 


Hallar la inversa si existe para la función, f(x) = 


X € <-20,-5> U «120» 





4 
Rpta. /“(х)-- 
x«l 
La función f definida por la regla de correspondencia 


2 TA Sat 12 +27 s - 
J (x) m lx Ter = E Demostrar que f es inyectiva y hallar f*(x) 


Ix! «6x46. si хэд 
18-4х7 +8х +25 , x «0 
lx +33 ‚ x>6 


Rpta. f*(x)- 


Sea la función f: R >R, definida рог: f(x) =[|х[]+-/х—[|х |] . hallar f*(x) si existe 
Rpta. f *(x) =k+(x-k)? ,х e[k,k*1» 


Sea las funciones f y g definida por: 


x!'44x-5.6&€x«7 1Х-21-13-х|, 3.5« xd. 5 














f(x): ‚ g(x) =. (х= 8)2 —9 , /.5 < x < 9.5 
| [xl] ,9«х«10 x ‚ 9.5<x €13.5 
Hallar (f + g)* sl existe 
0, x «0 2.x« 0 
Dadas las funciones f y g definidas por: f(x) =4х7.0<х<2 ‚ р(х) =+ 4x, 0 < x <]. 
mox d эн» 





Hallar (f o g)(x). determinar si es inyectiva en caso afirmativo, calcular (f+ g)* (x) 
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yeu 1 9^3 509 23«3 








| x 
Dadas las funciones ane ‚ХхХ<-2 y gi 4 Ix 
s Jm 
8-3 
4(x? —6x +1) 


0х2 —12х+1) Е ЕЕ л 3117 
ELN ¿Li 


Hallar f* o g Rpta. (f *og)(x) = 
24x +2 


-e x>3 
de dm 


@ 


Sean las funciones f = y g(x)=3x—1. Hallar la intersección del dominio 
Х 


f* o g con el dominio de (f o g)(x). Rpta. К — (0,2) 


Si f(x) -3x?-2x45, D, =<1,4> y р(х)=]|х |+ 3. Determinar el dominio de f*o g. 


© O 


Si f(x-2)- > . Hallar el valor de x que satisfaga (f*of x5 =2, 
x x 


Ix-5| 44x *4x—5 —[] x []х-#5 


ien 


E) 


Dada la función f definida por: f(x)= 











2 
Hallar f*(x) si existe. Rpta. /*(x)- a = 
х^ +] 
Si f* es una función biyectiva tal que f NS is = D. Hallar el conjunto solución de la 
X 
inecuación: / (с) > = Rpta. x є <-4,-1> U «02» 
+ 





Sem /()-x +2, е(х) = 222 si g*(f *(a)) - —. Hallar g*(a+5) 
x+3 3 


1 
Rpta. —— 
t 2 
1 ] - 
(47) Dada las funciones reales /(х) = 121 ,g(x)=—,x x0. Hallar el dominio de f*og* 
x X 


Rpta. <-1,1>- (0) = <-1, 0> U «0, 1» 
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Sif y g son dos funciones donde f(x-1) = 3x+2, р(2х+3) = 4х+4 . Hallar (g* o g)(x) 


Rpta. SS 


Sea Ё <-1,1> >R , tal que f(x) = Tm , analizar si f es inyectiva. 


1—|х| 


Je Je +x ,x>5 


7x ‚ x<-l 


Hallar f*(x) si existe, donde, f(x) = 





je T цаа 221 


, en caso afirmativo 
tl el 


Analizar la inyectibilidad de la función, f(x) = 
hallar f*(x) 


Sea f y g dos funciones, tales que: 














Ix| 22 
125551, еец S | | 
Гох) =) 3-х "oT S8 y rl . Hallar fo g si es que existe. 
Jx? «2x ,xe[2» Jx—1|, xe<0,1> 
x! +2x-2, —3 < x < — 
Hallar f*(x) si es que existe de la función, f(x) = 4 |x43| ; i 
FT, {МЧ 1 « X < 
|х-21-1 
[x^ 42x-1 , x<2 
Analizar la inyectibilidad de tal función, f(x)= 4 хий даг. , en caso 
> , X092 
afirmativo hallar f*(x) 
Hallar f*(x) si existe donde 
lx? + Ax —5 , xe[-21» [x^ 42x 42 ‚ x21 
a) /(х)=‹ b /f(x)- 


| X , xe[5.4» x44 . x«l 
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c) 


e) 


f) 


g) 


h) 


j) 


k) 





2x—] , xe«-o-1» Ë 
Ax! , x e[-1,0] d) /(x)= T 
х+4 , xe<0,+0> Ax +2 , x e[—2.2] 


ГҮҮ +1, xe[4,-2> 








| x!-8x*7 , xe«-3,-1» 0 07] 
Pen > 
47-2x , xe[-13» 


roo LIE +10х+2! ‚ x e[-7,-5> U[-2,-1 > 








|Jx+1+1 ,xe«-1] 
MEON) УЗЕ? , X €< ——o,—1 > 
| E +1 , xe[-l+0o> 
-(x^*6x48) , хє«-о,-4| 
f(x) 24x*3 , xe«03» 
4х-1 , x e [10,+ə > 
ала xd di, хес s 2] 
ы ‚ хє[1+%о> 
f (x) pow , xe[-3.-1» 
f (x) = 
(2443-2Х5-х7 , хє[—11] 
1 EA +12х+27 , x<-1 
| lx? +6х +6 ШЕТ 
x? , xe[12> 
f(x) = [lx ]]+./x-U x] , xe[-hi» 


ETE ‚ xe[-9,-1» 
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-4-(х-2) , xe[-5,-2] 








2x[|x+3|] "7, хєс-2-1» 
Ш /(x)= 
2--4х-1 ,xe«-13» 
4 хари 
Dadas las funci f (x) uti, x « -] T 21-51: хо 
adas las funciones f(x) = y g(x)= 
1х . X@ 1 Lx x20 
Hallar si existe fog* 
Analizar si las funciones reales f y g son inyectivas 
И ud БЭ ар , xe[-5,-1] 
fG)-idx!«16, 0x53 , 80)-4|х-21-1 
5 Bm ‚ xe«12] 
| , 193 lx+3| 
x° —4 





Si g AB y f: B C, son funciones inyectivas, demostrar que fog: A > C es 


inyectiva. 


| k , 20 


en caso 
I-5x? +7x-3 Od 


Analizar la inyectividad de la función f(x)= 
afirmativo, hallar su inversa. 


kai , x< 0 


Si /(х) = | probar si es inyectiva, si lo es, hallar su inversa. 


1 
=” xO 
x 

px A40 EP 


Dadas las funciones f(x) = 
ll-4x^ -4, x «-4 
U<0,2] tal que f= h*og 


г 2 
‚ g(x) = |х -4]-3 , хє <-00,-4] 


i) Demostrar que f y g son funciones inyectivas. 


ii) Hallar la función h. 
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© 


x [(x 3)? s 0155.09: 5 
х e[f0.4] — 12 y= 
-2 цаад, наа .-63х«1 


` 





Dadas las funciones /(х) = 
X 


Hallar f*og si es que existe. 


жед , x <—2 


Determinar la inversa f*(x) si existe donde f(x) = | -4x-2 , 24x<6 





=2x +10, x26 


| MET . Хайд 


Si /(х) = 
|x? +2x-3, xe [-1.1 > 


. Determinar f*(x) si existe 


x'-4,six«-2 I T 
Si / та ч . Determinar f*(x) si existe. 


|-4x-2 . si xz2 


х? 42x 3 ‚ 2 


3 


Hallar la inversa de f si existe donde f(x) = 
-Х ,x»2 


|х|. x «-1 


Decir si f(x) es inyectiva, si es asi hallar f*(x) donde f(x) = j 
2—x^, x>1l 


[2x. x <3 


Dado f(x) =} , probar que f(x) es inyectiva y hallar f*(x). 


x”, 3«x«5 


б З E : 200 2 
Analizar si es inyectiva la función f(x) = x^ —3x+2,x € [0,+00>, en caso que no sea, 


determinar el dominio para que sea inyectiva y hallar su inversa. 


Analizar si la función f(x) 2 х -2x^ -3, x 22 es inyectiva, en caso afirmativo, hallar 


su inversa. 


-3, x24 
Sea фы” š 


, mostrar que f es inyectiva y hallar f*(x). 
| 18 —X. x<2 
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х-3 1 
+ 


x-1 | (x Эр 
caso afirmativo, hallar f*(x) y sus dominios. 








Si f(x) = -1, xe «1,2», analizar rigurosamente si f es inyectiva, en 


Encontrar f(x) y f*(x), si se sabe que: 


i) g(..) = —, . (fog(x) = 2x + 3 ii)  g(x)=3x-—2, (goD(x) = 2x + 4 
x 


28. E , XER. Calcular (gof*)(x) si existe. 





Sean /(x)=2x* -4x-1, x € [1,+20>, g(x) = 


Si f(x — 1) = 3x +2, g(2x + 3) = 4x + 4, encontrar (g*of)(x) 


х244х-1, x e« -4,-3] 
[x 4| 
Ix - 1| -1 





Calcular f*(x) si existe, donde: f(x) =: 
‚ xe<-2.0>u=<0l > 


2x! -12x +3, xe<-2,3] 





Sean / (х) = ыч. ‚ X€-2y g(x)24 x42 . Calcular (f*og)(x), si existe 
2+x | е т. 
х-3 
x*2, x $2 





м0с-2 PES 
(x-3)? 45, x »3 


Hallar f*(x) si existe donde /(x) =: 
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La teoria de límites de una función es indispensable conocer la teoría puesto que es la 
base sobre el cual se dan los conceptos fundamentales del cálculo como son: la 
continuidad, la derivada, la integral, etc., Antes de dar la definición de límite de una 


función daremos la idea intuitiva. 


£6,,?? 


Sea L un número real y f una función definida en las proximidades del número “a”, no 


necesariamente en “a” y denotaremos por: lim f(x) - L y diremos que: 
X> u 


Cuando x se aproxima a “a”; f(x) se aproxima a L. ó para x próximo a “a”; f(x) está 
próximo a L. ó para x aproximadamente igual a “а”, f(x) es aproximadamente igual a L. 





f 
M аа y 7 f(x) 


— due — — — dinh dem — — VUA JUD w m 





Ahora daremos algunas definiciones previas a la definición de limite. 


a) Punto de Acumulación.- Sean Ас R y х, ЄК, al punto x, le llamaremos 


punto de acumulación del conjunto A sí y sólo sí, todo 


intervalo abierto de centro x, contiene por lo menos un elemento x z x, del conjunto 
A. 


326 


Eduardo Espinoza Ramos 


Ejemplo.- Si A = <-1,5> entonces 2 es un punto de acumulación de A, es decir: 
/ 
—— 444444444 —» — 
-1 2 5 


Si A = [2,9> entonces 2 es punto de acumulación de A y también 9 es punto de 
acumulación, es decir: 


“AH AA y 


2 9 


46? 


Si A = [1,5] Y <7,9] entonces 6 no es un punto de acumulación de A y tampoco “o” es 
punto de acumulación del conjunto À, es decir: 


1 5 6 7 9 
Observación.- Е punto de acumulación x, de A, no es necesario que dicho punto sea 


elemento del conjunto A. 


b) Función Acotada.- La función f(x) se dice que es acotada, si existe un número real 
M positivo, tal que | /(x)| SM , VxeD, 


Ejemplo.- La función f(x)=cosx es acotada por que existen n=l, tal que: 
If(x)| = [соѕх| 51 = n. 





Consideremos una función /:4с2К-4 (Р, = А) y x, un punto de acumulación 
de A= Dp se dice que el número real L es el límite de f(x) cuando x se aproxima 
a xy (x > ху) al cual denotaremos por: lim /(х) = 2, si y sólo si para todo número 


g > 0 (épsilon) existe otro número à (delia) positivo tal que, para todo 


хєГ,л0«1х-х,| «0 entonces | fx) —L |< £ 


En forma simbólica 
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a) Interpretación Geométrica del Limite 


A cada parte de la definición de limite haremos su representación gráfica: 





x, enel eje OX 36»0 


L en el eje OY 





1 
0 Xo -ô 0 Xo +Ó X 


0<|x—x, | < Ó = | х)-1-|“ё 


Ahora consideremos un arco de la curva y = f(x) sobre el cual se ubica el punto 
(5 * L) 
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Como el límite de f(x) cuando x — xo es el número real L, es decir que para cada 


s > 0 (tan pequeño como uno quiere) debe existir un número ó > 0 de tal manera que 


los puntos (x, f(x), Vxe(x,¿-—0,x +ô) , debe de estar en el interior del 
rectángulo comprendido entre las rectas de ecuaciones: x=x¿—0, X=x +ó, 


y=L-e€ y=L+e 


OBSERVACION. De la definición de límite se observa que la función f puede no estar 
definida en x= x, , sin embargo existe el limite, es decir: 


lim f (x) =L 
' ; "COR (v+])(x—3) I : 
Ejemplo.- Consideremos la función /(x) КУ ЫЧ donde f(x) no está definida 
= 
(x +1)(x —3) 


para x = 3, sin embargo él lim =4 existe. 


13 X— 
Ejemplo.- Aplicando la definición de límite. Demostrar que: lim 2x-1-11 
Solución 
lim 2x -1-11 Pie »>0, 3ó 22/sí 0 «|x76[ <= т) ИМ < E 


pero | (х)-11-0х-1-11-0х-12|-2Х-06|« є e» Ix-6[«7 =ë 


Luego dado e > 0, tomamos ó =— ‚ве tiene: 


| e 


Si 0«Ix-6| «8-7 > |/(3)-11 -21х-6|2(-)-6 > |х) 1 < 


^ Пт 2х == 11 
3-26 


Ejemplo.- Aplicando la definición de limite. Demostrar que: /im x? -3х+5=9 
Х-э4 
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Solución 


lim x! -3x +5=9 © We>0, 38»0/si 0<]x-4|<8 > [(x! -345)-9)| < 


к-э4 
pero | /(5)-1,|-1х7-3х-5-9|-1х7-3х-4|-1х-41|х-4| ...(1) 
tomamos ó, =1 para acotar |x+1| en efecto: 

Si Ix-4]<1 > -1<x-4<1l > 4<x+1<5 > |«+1|<6 ...(2) 


Luego de (1) , (2) se tiene: х) — LI = |х + х 4 « 6x —4| « = 


Ix -4|« = =ó,. Por lo tanto tomamos ó = min(1.— 


Luego dado g > 0, J ô = тїї, se tiene que: 


Si 0 < |x — 4| < 6 => |f(x) — 9] = Ix + 1||x — 4] < 6Ix — 4] < = ^. lim x? -3x 4529 


x 


b) Método General Para Encontrar él 6 
En la definición de limite de una función f(x) cuando x > xq ( lim S(x) = L), 
necesitamos probar que dado cualquier e>0, es posible encontrar un ó > tal que si: 
0O<|x—x | <ó =>]|f(x)-L|<e 
Para encontrar un ó > 0 se hace de la manera siguiente: 
Iro. Se descompone [f(x) — Ц en dos factores. en donde uno de los cuales debe de 


ser [x —x, | es decir: L/G)- L| =] g(x) Ilx- x| < [A(x)l x —xg | 


240. Se debe acotar h(x) < K , para algún K dentro de un intervalo 
O<|x—xo | < б,, donde ó, se elige como cualquier valor que satisface la 


relación б, < [xo —a| (diferencia entre x, y su asintota) 


| 
En particular ó, = 5 150 -а| 
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Nota.- Si se tiene varias asintotas se toman las diferencias de х con todas las asintotas, 


luego se elige la menor de ellas y se toma ó, a la mitad de éste menor. 


Эго. Si O<|x-—x; | <ó, = |/(Хїус1205 080 ka -1|х-х,|“«с. de 


donde |x xp 1 <=0) 


4to. Luego el 9 se escoge el menor ó minimo entre б, y ó, es decir: 


4 | E 
Ó ч rt 


Sto. Se tiene: si 0 < | х-х,|<5 — | f(x) - L| < £ con lo cual se prueba que: 


lim f(x) - L 


Ejemplo.- Aplicando la definición de limite. Demostrar que: lim Muir -4 








425 x —3 
Solución 
Por definición de límite se tiene: 
x*3 | х +3 
lim =4 © Vg»0.4d8-2?/,si 0«|x—5|«6 > | sinl = 
IS ү X — 


es decir dado £ > 0, debemos de encontrar ó > 0 en términos de e, tal que: 





а > Г ас 
x-3 


Para encontrar el 6 > 0 se hace la forma siguiente: 


| 3 -3(x-5 
ло) L|» 132 -4| = | 2823 


X | 
-31--1Х-45 ..0(1) 
x: -— | pw, | 


"4^ 1 haj 
Ahora acotando la función = y para esto calculamos ó, dios |5-3]=1 de acuerdo 
x = 


2do. Paso del método establecido. 
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|x-5|<ó 21 = -1<x-5<1l, sumando2 => 1<x-—3<3, invirtiendo 





l l 
<] => — | < | ... 2 
m =з 3 S 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 

| (х) L| =31-— lx -51 «3|x-5|«s dedonde |x-5|« 4-6: 

Luego se elige ó = mintl, 4 

Por lo tanto, dado є» 0, 38 = mint = se tiene: Sí 0<|x—5|<8 > | х) Ц <s 


^ lim аш: =4 
x—5 x—3 





Ejemplo.- Aplicando la definición de límite demostrar que: lim -1 


4»2x!-5x42 


Solución 
Por definición de límite se tiene: 


lim —— =- €» г> 0,38-2/si «Ix |< 2 | ————— I< 
xl 2x7 —5x+2 2x^ —-5x+2 


es decir, dado e > 0, existe un ӧ> 0 en términos de e. 


Tal que 0 < |x-1|<68 entonces PE < € 
2x* —5x 4*2 


Para encontrar el ó> 0 se hace en la forma siguiente: 


| 2 : 
(байг: MERE. (х-1у à a) 


¿a == 4k | = —I 
2405 ды? | 2--1| х--2| 





” | 
Ahora acotado la expresión Ix X21 y para esto calculamos ó, de acuerdo al 2do. 
х-1|хХх- 


4 t | 1 
Paso del método general indicado donde sus asintotas son " y 2 por lo tanto: 
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| 1 
|хо-41=11-51=5 y Їхө-а1-11-2141 


Al 0, elegimos la mitad de la diferencia menor. 


] 1 1 1 
6,--1х,-4а|--(-)--- 


| | 
0<|x-11<8 =+ > ext 








3 5 | 3 5 3 
—<x<— > —«2x-l«—, -—«x-2«-— 
4 4 2 2 2. 4 
1 4 
=> FF < — esc 2 
15-11 Ii 3 (2) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


l l 
|2x—1] Ix - 2] 








|/(х) - L| = 





Ве 
4 


16 р 
|х-1Г «лү1х-1Гєє de donde: |х-1|« 


Por lo tanto el 5 - min, 236 se tiene que: Si 0«|lx— 1[|«0 => If(x)-L|«e 


^ lim ——— —— =-] 
er 2х —5x+2 


Ejemplo.- Aplicando la definición de límite demostrar que: lim 24x 4527 
Solución 

Por definición de límite se tiene: 

йт 2-]х +5 =7 > Ув»0,18-2/я 0<[х—1|<8 > (24/х-5-7| «e 


es decir dado ¿> 0 existe un ó > 0 en términos de e de tal manera que 0 < [|x — |< Š 


entonces |2-/х 45-7| <= 
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Ahora calculamos el ó > 0 y para esto se tiene: 


| 
124 +57214 0221—0151 401) 








Luego acotamos la expresión | 


b, 
| 
х +1 





| 1 
Tomamos б, =] para acotar |———— | en efecto: 
4х +1 


9 0<|x-1]<8, 21 = -1<x-1<1 = 0<x<2 


=, Us ona 42. > 14к-444442:54 


1 1 


Pia < 


1 
——«] => |— ==] NEC (^. 
rar AN 21) ын 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


od z E Et 


х +1 





|х-1|«2|1х-1|«є« de donde: |х-1| <5=8 


Por lo tanto el Э ô = тті.) se tiene que: Si 0«|x—1|«6 = х) —L]<e 


_ lim2dx +5 = 7 
x1 





575 
Ejemplo.- Aplicando la definición de límite demostrar que: lim 3, 


2 
хэд 2х--4/3 | yS 


Solución 


Por definición de limite se tiene: 


ЧЕН ,.. 2 Х-А2 2 
lim — 2 nien Ve>0.35=?/si 0«|x-0[«8 => | 2 — 2 <é 
рар оаа 13 2x F3 (3 
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es decir dado 2 > 0, existe ó > 0 en términos de z de tal manera que 0 < |х – || < ё 


entonces A, |2 <E 
2x+ 4/3 13 


Ahora calculamos el 620 y para esto se tiene: 


PN EE 1 ~o 


B, 45 


Calculamos ó, == lx -а| -110-22) „== 


Ahora acotamos la expresión | |, tomando ó, _ Уз 
2х +-/3 4 





J3 З 43 43 43 


0«41х1«ч46|--- > -—<x<— > —-— O <2x < — 
4 4 4 2 2 





Ear E ` мини 


— < — < — 
33 12x33, 43 


l 2 
— —— < —— °. 2 
= are 5 Л n 


x-42 43, 434242 2 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: | +—|< — ——.— |x] < £ 
D eS «3 43 48 





3.6 4/3 3,2 


E 42 


. Por lo tanto 3 ô = min(—— , — == 
4 2(43 + 


O; 
кә 





Mediante la definición de límite. Demostrar que: 


š 2 k. : 2 ES 
(1) lim 3х —x-2-8 Q) lim3x^ + 2х = 5 


x—l 


Limites y Continuidad 


0900006 0 ° @ a © 


~q] 


@ @ @ @ 


м 
O 
— 


lim 4x” +x-4=10 








lim x) -3x^ +3x—1=8 


lim 3x -2x^ +2x-3=-39 


х—1 РЧ. 


ПОГ-ын DEC 
юэ! 3х7-411х7-х-5 32 
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lim — 
нэзк" +16 25 





2х - 6x F +3 
Jp — AAA сЕ 
x x-1 


lim 4x +1 =? 
lim N3x* - 11 £l 


x2 3 3 


—8 


lim 4-2х ат 
t->- Í 


lim бх =3/22 


lim. 2х -4/-4 


lim 3- 3x =0 





© 0000 © 


© © © 


©) @ © © @ 
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А 3 
lim ax? + bx + = ах + bxo + c 


3 иж 


x-1 





lim --1 


x—0 x +] 


3x 221 


lim 
x3-7 X + 8 





lim x! + x” —2x =140 


x5 


Y 
архі i E 
x 3x-1. 2 


5 ХЭЭ 7х-4 4 3 
ы PA 


x2-2 x? - 3x -10 “=; 








lim Ax = 2 

lim ix -82 —5 

x 227 

lim à 4x—5 =3 

lim 2 x -А/х =0 
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© © 


lim 
* >] 

















x^ - 10x49 a 


JAx ón A b 


lim x^ — 


A >Ó 


x5 


412 


=34 


^ 


lim x^[|x + 2 |] = 0.5 
x ().5 


lim 2/4 — y? = 


v] 


lim 3 — 


yl 





=] 


2 
Ух 


45 


© © © © © 


© © © © @ o 
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| | 
lim = 


| 
en xl Ji 




















lim ———=— 


i4 y^ -3x-4 15 








1 

-4-2 
lim Ух a3 
х-э2 К eon) 
MECA a>0 
iod х-а 2 a 

y 

lim - --12 
хэ2151-2 
x^ +3x-4 
lim ————— = 
x49 — 5x —2 


l 2 8 
lim 3|x° +— =1 
х—›]/3 Y 9 


141 a 
x -3 x42 
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@ 








1 - 2 
-15х-4 3x*+1 7 
lim = ( lim = — 
x4 x-3 хэ? xl Š 
Е 2 
Р 4х uL lim 2 +2х+2_, 
crt 2х +1 хэд x? 2x4] 
m ler _ \х| _1 


@) 


lim 





iuc 2 


гу 2 
х-41/023-4Х-Х 





Si x e R. |х| <= para todo => 0, entonces x = 0. 
Demostración 
La demostración la haremos por el absurdo. Supongamos que x z 0, esto quiere decir 


|x | > 0. Ahora elegimos €, = de donde =, > 0 y como |x | < £ se cumple para 


l. 
ME ш de donde: |х|< MET > 1<% (absurdo) y esto es debido a la suposición 
i ae 2 


original la cual no es valida, por lo tanto se cumple que x = 0. 





Si lim f(x)=L y a<L<b, entonces existe un número ó > 0), tal que: a< f(x) «b 
para todo xeD, y 0<|x-x¿|<0 

Demostración 
Sea == min b-L,L—aj como a<L<b => b-L>0, L-a>0 
Entonces g<b—L y =< 1-а (por ser mínimo) 
Entonces e€£<L-a > asL-e<L+e<b ... (1) 
Además lim f(x)=L, entonces para dicho 5 > 0, existe un ó > 0 tal que, 


Х-»Х, 


V xeD, A 0<|x-xp]<0 
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Entonces [f(x)-L|<e => L-e<f(x)<L+e ... (2) 


Luego de (1) y (2) se tiene: aSL—e<f(x)<L+e<b, V xeD, y 0<|x—x0 [<Ó 


> a<fx)<b V xe D, y 0«41х-хү| «6 





El limite de una función si existe, es único, es decir: 


Si lim f(x)=L, y lim f(x) = L; entonces L, = L, 


Demostración 


Por la proposición 1.8 es suficiente probar que: 


|L,-L,|«s dedonde L,-£,=0 => L,2L, 


En efecto para = > 0, consideremos lim f(x) = L,; para => 0, existe ó, >Ü tal que 


Xu 


0«|x—a| <ô entonces] /(x)- L | E en forma similar lim f(x) = L5, para 2? 0, 


| £ ; ! 
existe ó, >0. tal que 0«|x—-a| <ó, entonces | /(x) - L, | e ademas se tiene: 


IZ, - L| 9 4 = О) + CQ) -L,)| S1£ G9 - L EL f) L, | «1*8 


es decir: |L; —L, | <= para 0«|x-a| <ð = mintó,.ó,| 
Por lo tanto: se tiene si => 0 рага 0 < [x — a| < ó 


Se tiene |Z; -Z,|] <£ y esto implica L, — L, = 0 de acuerdo a la proposición 1.8 por 


lo tanto: L, = L5. 
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Si f y g son dos funciones tales que f(x) < р(х), V x de un intervalo con x £a, y 


lim f(x) =, lim g(x) =M entonces LsMesdeci: Jim f(x) S lim g(x) 
Х эй хэй Х-э 


N 7t 


Demostración 


Demostraremos por el absurdo. Supongamos que L > M entonces L М > 0 


Como lim f(x) L y lim g(x) M ‚рага £ Ed. existen ó, >0 y ó, >0 tales 


Amp ep 


1 0«1х-а1-«6, |/(x)- L| <€ [L-e</f()<L+e 

que: | . qm i entonces ... (1) 
@<|х—а|<д,» |gx)-M | <£ |M —s<g(x) < М +e 

Ahora tomando ô =minf0,.0), y 8! O<|x—a|<ó entonces se cumple 


simultáneamente (1) y como f(x) < g(x), por lo tanto 0 < |x —a| < 5, se tiene: 


M-—e< р(х) <M+e= L-e< f(x) entonces р(х) < f(x) lo cual es una contradicción 


puesto que f(x) < g(x) y esto es debido a la suposición L > M por lo tanto debe cumplirse 
L <M. 





S1 lim f(x)=L entonces existe 620, tal que: para todox € <a— ð, a + ó>, x £a, 
se tiene |(х)| < k para algún К real positivo. 

Demostración 
Como lim f(x)=L por definición se tiene, dado = = 1 existe б> 0 tal que para todo 
x. |х) — L| < £= 1 siempre que 0 < [x — ai < o. 
Consideremos el mismo ӧ> 0 y para xa, un elemento del intervalo «a — o, a + б> 


entonces: If(x) = [fíx) — L + L| < f(x) — L| + IL| < 1 + [L| 


Luego tomando k = 1 + |L] se cumple que:  |fx) <k para x e <a -— б, a + ó> 
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! 
AECA aaa 





А e ы м сизү ""— MMM 
49 КУЛАА, SGL PEPPER . 
AE ME ААЙЫ АЯ RARA 


Sean f y g dos funciones tales que: 


lim f(x) = L, lim р(х) =M yk una constante, entonces: 


х ғы 


a) limk=k р) lim kf(x) = К lim / (x) 


X- el Xt 


c) lim( f (x) + g(x)) = lim f (x)X lim g(x) =L +M 


d) lim f(x).g(x) = (lim f (x)).(lim g(x)) = L.M 


D «ши UN PEN S EO 
xou р(х) limg(x) M 
окуу тоў MD | 
П lin —Š ÉÑx =—— =. S Mx0, р(х) z0 


хэв g(x) lim g(x) М 


g) lim(f(x)" =(lim f(x))" . n entero positivo. 


h) lim sj f(x) ме v| lim f (x) -"ÍL. Vn par positivo. 


i) — limi fo) = pim f(x)| =] L| 
Demostración 


a) La demostración es inmediata de la definición de límite, dado z > 0, existe ó > 0, tal 


que | f(x) —k |< £ siempre que 0 < x —a| < ô 


Сото f(x) = К entonces | k — k| = 0 < = siempre que |x — a| < б, en este caso se 


puede tomar cualquier ó en particular ó = z. 
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b) Como lim f(x)=L por definición dado £>0, e, = 


c) 


d) 


c 


IV existe ӧ > 0 tal que 


| /(x)- L| <š, d entonces: |Af(x)-AL|<e. Porlotanto: lim kf(x) = KL 


Xa 


Como lim f(x)=L y lim g(x) = М. dado => 0, рага A >0 existen ô >0, 
‚ 2 


ти Xd 


£ 
[0 < |x-a| « à "pa SSC 


l0< |x-a|<8, 


0, >0 tal que: .. (1) 


{Хх -M cz 
| g(x) | > 


Ahora tomando ё = тіп{(ӧу.ӧ,}, para 0 < [к — aj < б se verifica (1) 


simultáneamente, además: 
Ос) + &(х))—(1+ М)| < | f(x) -L|+|g(x)—-M | PIE 


es decir: 0 < |x —a| < б entonces (х) + g(x)) — (L + M)| < = lo que implica: 


lim(f (x) + g(x)) = Lt M = lim f(x)* lim g(x) 


Como lim f(x) -L & VWe>0 y € > 0, existe ó, > 0, tal que: 


z £ 
xu 2(| M |+1) 
0«|x-a|«ó, => |/(x)-£L|<e,, además limg(x)=M, We>0 y 


Xo 


E 
— > l, existe ó, >Q tal que 0<|x-al<d, => le(x)—Mke,. 





63 = 


Ahora para =; =1 como  /img(x)- M entonces existe 03>0 tal que 


Х-эа 


0-|х-а| «бу, = le(x)-M|<1 => |gG0|< 1+ IMI 
Ahora elegimos ó = min(ó,.05,0,3, WxeDy, у 0<|х—а|< ó entonces: 


100.800 — LM] = |f(x).g(x) — g(x).L + g(x).L— LM] < |g(x)| |fx) — LI + ILI (80) — MI 
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£(1* | M |) g.| L| eE € 
100200) - LM| «sc (1+1M P+1L| e, = —+— < + = е 
| (x).g(x) | «а,(0-1М 1416» = 21М131) 21114) 2 2 
Luego esto prueba que: Їїт/(х)8(х)-1.М 

xod 
e) Como lim g(x) =M +0, existe ó, > 0, tal que: 
0c [x—di <ð : "o .. (1) 
|g(x)] IM] 

| _1M| ' же Эй? 
(sug. Tomar & = 5 y aplicar la definición de limite). 
Sea => 0 para £, E А > (), existe ó, > 0, tal que: 
0«1х-а| <ó, = |g(x)-Mke, «es (2) 


Ahora tomando ô = тіл{5,,5, } para 0 < |x —a| < ó se verifica (1) y (2) y además: 


| ] HO APPO 




















| = |8(5)-М | 7 92 
кх) M. Ме) 1М1 1800 М 
- M ` 
| enc < ТУ: = =, Ósea que 0Ч4|Х-а| 56 = pe mm 
g(x) M |My 2 g(x) M 


l 





de donde lim 
x—u g(x) ЭМ 





A 
f) Como lim f(x)=L y lim Ahora aplicando d) y €) se tiene: 


xoa р(х) "y | 


lim pa = lim f (x). = lim f (x). lim | ET ^ lim 289 2 
‹ эа + v- = ) xod g(x) M xd g(x) M 











La demostración de las propiedades g) h) 1) se deja para el lector. 
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OBSERVACIÓN.- Límite de una función polinómica: 


Si f(x) = Бх" *b, үх" Е" b, x * bg es una función polinómica donde 


Б.Р, ,....,by Son constantes reales, entonces para todo número real “а” se cumple: 


lim f (x) = lim box" b, ax". o by b, a" b, *a" b, жад +0, 


X tt 


(La demostración se deja como ejercicio para el lector). 





Calcular los siguientes límites aplicando sus propiedades. 


(D lim 3x? -2x? +5x-7 


х 2 
Solución 


Aplicando el criterio del limite de una función polinómica: 


lim 3x` -2x? +5x -7 = 3(2)? 0 + 5(2)-7 


X — 2 


=3(8) —2(4) +10-7=24-8+10-7=34-15=19 


@ ‚_ эх +17x+4 
Hm — — 
x22 5x^ —3x 10 


Solución 


Para el caso de los limites de las funciones racionales, primeramente veremos los casos 
inmediatos y esto ocurre cuando se evalúa el numerador y denominador, si son diferentes 
de cero simultáneamente o uno de ellos por lo menos es diferente de cero, entonces el 
límite se obtiene en forma directa (veremos estos casos). 


х-э2 5x? -3x +10 5(2)? —3(2) +10 24 12 
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2x^ — 3x? + 41-39 


k Ax? +3x+7 
Solución 


hm 2x* -3x* +4x-39 2(3)/-3(3) +4(3)-39 54-27412-39 0 ^h 


шээс Age em 4(3)? +3(3) +7 Wa Qar] 52 


| 2х? 47x45 
Du 
x24 x^ —]6 


Solución 


Jim ou ct _ 24) HC _32428+5 65 
x24. xy? 16 47-16 16-16 0 


TR . | () 
Nota.- Ahora veremos los límites de las funciones racionales que al evaluar nos da | 


en este caso sé factoriza para evitar la indeterminación. 


2 
Е AGAR 


lim - 
хэ-2 3x7 +3х—6 
Solución 
T m 2 2 20 Е к: u 25 
lim X 2 4x 4-8 -— x^(x-2)-4(x-2) 2 lim (x? 4)(x —2) 


0-2 3x^ 63x -6 хз 3(x* +®%—2) x2-2 3(х+2)(х - 1) 


" m EFD дү = lim 6-2. (a E -2- gu ИЕ 
хэ-2 Ax+2Mx-1) хэ-2 3(x-1) J| O3(-2- = 9 


x^ -(а-1)х-а 
jy X OT 
> x^ —(a—-2)x —2a 
Solución 
x C ! x! -ax*x-a x(x —-a)* (x —a) 
— — = [im ——————————— z dum A 


xo x! (g—-2)x-2a "тү —ux42x-2a ' > xx a) 2(x—u) 


+(x- +] +1 
(x + Dx а) үү Y 


EG (x + 2)(х-а) i sn 
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@ mt 3 
3àx-6 2x!-5x42 


x22 


Solución 


Al evaluar se tiene la forma oo - оо, en este caso se debe efectuar la operación para evitar 
la indeterminación, es decir: 
3 
2 2 4х7-10х44-6х-412 


» 
lim (———— — —;,—— — = lim - 
(02 3-6 2x^-5x42 1-2 (2x7 -5x 4 2)x - 6) 








- 4 


4 — 
32x-1) 9 





f 4х-2) 
O imn ——————— 
1:2 32x -D(x-2)* 


Hm Ax^ 49x? 4 3x* —5х—3 


ко 3x* -9х7 29x? 43x 


= lim 
xr? 


Solución 


Factorizando tanto numerador como denominador: 


4 9 3 -5 -3 -1 


-5 





Ax* +9x) +3x? -5x-3 = (Ax -3)(x 41)? 


3х“ «9x? +9х° +3х = 3x(X +31 +3x+1)=3x(1+1)* 





Ax" SOT Oy" 53.3 iis (4Ax-3)x 41) dia ЭХЭЭ 
хә-1 3x* 49x? +9х° +3x x-] 3x(x +1) XR NU 
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Solución 


азди 0 | 
Este límite es de la forma 0 y para calcular se racionaliza: 





пн 3-2, 4,62 33-2423 $3322 үүл 3241 
21 z» (Dx? +3 +2) 77 (x — Dx? +3 +2) 
(x 1)(х +1) | ха! ¡ES 2.24 
=lim——, lim a 








Mx? +3 +2) -— emo 48442 242 2 


Solución 


Este límite es de la саша. ‚ y para calcular se efectúa una doble racionalización, se 


obtiene: 


"oz (3-45-х) еек > 45 +х)(3 +5 +х)01+ 45-x) — x) 
x24 112577) -х) 5-4 (3 +-/5+х)(1— -8|5- -Х)(14-4/5-х) х) 


(4- -х)144/5-х — | 1--445-хХ 1+1 2 ] 
= lim ——————————— = т = 
124 (34 /5+xMx-4) «хэ4 34454x Энэ 6 3 





m - 
1 -»h4 4 Y аш» 4 
Solución 


w ( v 
Este limite es de la forma. y para hallar este límite se puede usar una doble 


racionalización pero se hace muy operativo, entonces para los casos en que las cantidades 
subradicales son iguales y se tenga diversos tipos de raices se hace un cambio de variable 


con el propósito de simplificar. 


El cambio de variable se hace de la siguiente forma: 
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Se elige una variable que se iguala a la cantidad subradical y el exponente de esta variable 
es el minimo común múltiplo de los indices de los radicales. 


| Jx -9 
Para nuestro caso se tiene: lim 
x6 2/x —4 


Sea y^ = x donde m.c.m. (2,3) = 6 


Мх = y? 


lx =y? 


Como y^ = x = Para x=64, у°=64 > y=2 


Ahora reemplazamos, se tiene: 


dx -8 


; y -8 _. (у-2)(у? +2у+4) |, у? +2у+4 4+4+4 12 
lim — = lim — = lim ————— ——— —— =lim=—— = =— = 
64 leg уз?у?-4 y (у-2)(у+2) ya у+2 242 4 








@ as Ehe 
lim ——— — 
s-e] x-1 

Solución 


- 0 . ' ; ; ; 
Este limite es de la forma T como se tiene tres tipos de raices y la cantidad subradical 


son iguales, se hace la sustitución en la misma forma que se hizo el ejemplo anterior. 


21? = x donde el m.c.m. (4,3,2)=12 


РТ 
3x =*%*. Para x= 1, z? =] —z=1 


New. 





3 
Como z}? = x=. 





I " x +? Ax ax -3 | z? +z“ +zŠ —-3 2 +z +z” —3 
[pg t: u A m iW AAA 


Iñ] —————>—-—  — ən A 
И х-| гэ 212] z—1 (2% +1)(zŠ —1) 


- js DG +z +20 +32 +32+3) 
91 (41) +1)(z-1(02+z+1) 
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ca +z +22 +32? +32 +3) 
A er WO RS Wr s 
2931 (2° +1 +DG*+2+1) 


1412422434343 13 13 


M - —— ——— a I р 


0402024104141) (2)(2)(3) 12 


» ^ A хэрээ мж 13 
jim =—— E e 
хээ! х—] 12 


а А 50/3013 
(13) lim —————————————— 
х-э1 х-|1 
Solución 


À 0 ° ! I : 
Este limite es de la wd T pero como se tiene varias raices cuyas cantidades 


subradicales son diferentes, en este caso se agrupan en la forma siguiente: a cada una de 
las raíces se evalúa y dicha cantidad se resta, es decir: 


xl el х--э] Х-| 


o dx 1, 44х45-3 J3x413-4 -4, 
=lim 2 + 


хә] x-1 121277 Х-1 





4 

= [imi 

т + Јах +5 +3 A 
Iis 4 3 1727.747 383 

= — + ———N => — — = — + — o. = — 
1-1 3 444 2 3 8 24 


(4) Яа 4х-2-4-/х-4/5х-1 
xl МЭ" e} эд 


Solución 


Limites y Continuidad 349 


ч эр” 0 
También este límite es de la M , pero observamos que tanto en el numerador como 


en el denominador tienen varios radicales en este caso se debe de transformar a la forma 
del ejercicio anterior dividiendo numerador y denominador entre x — 1 es decir: 


4ЇЗх-2-4/х-4/5х-1 
lin 43x 3x -2 4x - 5x 1 


PEREA" зайн. e alla = 
Ge LE NL T 
2-1 


lim 438-2 +-/х —-/5х —1 


х-э| х-| 
= A A ааа (8) 
E 
Пт —— 


xi x—] 


Ahora calculamos cada uno de los limites aplicando el criterio del ejercicio anterior 


a, 3x72 PU 55x —1 у (315579 MN 179. у osx 122) 
x1 x-i x1 x-1 

np v3x—2-1 x A) 45x 1 – 2 
= limi————— + — 


хә] х—1 x-1 x-1 ] 


3 ] 5 
= lim -= H e — _ 5 — 
>l 43x -2 +1 Мх +1 «Сор КЕ 


"ЭР ш ex ats e] 23 02) 
x1 х-1 4 
"-— Tu 42x -1—4x „ш бк! (p 9” PEE 1-1 Ах-1 -L 
X х—1 pe x-1 xl x-1 х= E 
- lini 2 l б: 48) 


l 
хэ] — p 
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350 
EE „3% ... (3) 
xl к=] 2 


J3x — 2 +-/х —-/5х-1 


Ahora reemplazamos (2), (3) en (1) tenemos: Jim —————— ° = 
xl AER ENS 


TNT 
h | uy 


Ahora resolveremos ejercicios aplicando las propiedades y los criterios explicados en los 


ejercicios anteriores. 


lim 
х-э2 X _4 


© _ Msx-2-Mx 46 


Solución 


тив: | 5х—2—4]х+6 _ " M5x — 2 -3/x +6 зїйн CAT у (e HO 2) 
X 


2_4 = (x —2)(x + 2) 1>2 (x -2)(x + 2) 


1>2 


M5x-2-2 "Jx+6-2 





Tar xD o 
х-э2 x+2 
> — — 
" (5х –2)2 423/5х-2-4 ¿lx+6)? +2/x+6+4 
A A A у>  — —— — 
ааг x+2 
°k * (244 
=4+4+4 4+4+4,12 12,1 
2+2 4 12 
г. pais 
um 
Solución 


TE +8 - Jx? +4 L Qe +8-2)-(dx? +4 -2) 
lim —————————— = Jim ——— ——[,O rv 


3 


x0 X 2 х-э0 X 
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= lim ( 


G3 «8-2 (4х? ми, 
x? xP 


x>0 
_ ind — 
к-»0 alo? + 8)2 +243 +8 —4)x? x! wx? +4 + 2) 


1 1 1 


z0—-———2- 


= lim e - eii. e ce 
10 3] (x3 +8)? +24]х +8+4 4x «442 2+2 i 


MAE +8 - Wa? +4 +4 d 


ын х? 4 


@ asi tó 
x*- 


x2 4 

Solución 
иӊ Mx t4 -Nx +6х 452 +4-2)- A 6-2) 
x2 x^ =A d ХЭ 2-4 


3] 2 4] 2 
4 - шивж 
„ит A +4-2_ „М 6x -2 


x2 х? – 4 х—э2 х°-4 

“k. A? "CS... 

x2 i]? + 4)? е) 3),2 + 4 "T x2 (x? - 4hx? + бх + 2) 
х? +6x-16 


4+4+4 xx? 404] 2 +6x 2) x? +6x +4) 


леа фе» OO 
„лыы = 2) +2)? +6х +6x 42) x? +6x + 6x +4) 


k, e x+8 


12 2 (4218) 1? +6x e 2) x? +6x +4) 


i 2+8 f-39. 1 5-1 


12 42421444) 12 128 12 64 192 
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(8) V. 3Ї«х-41-х 
00) um itx 

x0 Y 

Solución 
х dra СД о-н CBE = —х—1 
Єт “ETE z2Ne-———3—-————— Мы шшш 
x—0 X x0 X x0 X Л 


= lim 


[IEA AAA Гу Е 
ue n E ELS 0 x( —х +1) cT 


l ] 
= lim ————— ——-+ —R— MÀ — 
204/04 1)? 411 4х-1 7 SN rt 


lim x^dix +6 Уха del 
х—э-2 ПР” l 1 


Solución 
са x! 4x6 [хез a ын x(dx+6-2)-(/x+1+1)+2(x? -4) + 4(x +2) 
x3-2 ПЕТЕ x>-2 r^ 3] 
х?(үх+б-2) 4х+1+1, 2-4) 4G42) 
m flo x72 х+2 x+2 x+2 
r>-2 х? г. 
x+2 


x? 


== ziii. 
Er m (х 1)? -G/x 1) 41 ue 
=> Х-2 

E Вы 
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" xMx +1 +%/х+1-1 
хэд x? 3x 14 4/x 1 =] 
Solución 
T CEE m] ЭРЭ х(/х-1-1)-0/х41-1)-х 
хэд х23/ 4144/241-1 хэдх (х41-1)-(1х41-1)-х2 
Sen 


(Mx 41-1 +1 


p mom LEM =a 


= lim 


x 1 
_ >n. D Í+ ———I I 
ит 4+0 Ad (Ax 1)? +3/x+1 +1 | 
A. 00 x? 1 


t. A A A 
@х+1)° +/х+1+1 (Ax? + Vx +1+1 


l 


0 += — 


2 
Q0. 24 25 

l 

4 


4 m +0 
(212) 


lim — 
кэ-2 Ах-4141 


бт) | 3) IMA анз 


Solución 
V3x+S +1, x42 
sim 33x t5 8x: 13x+5+x +3 _ , QBx+s +1)+(x+2) _ Tiny" ань 2 x42 
хэ-2 Јр] = Мх +1 +1 >2 4рх+і+1 
xtA 
— —9 3 MA 
‚_ Q3x +5)" - 33x 45 +1 lisi 2 
= Jim ———  —— -PP Ü =—=—=í 
x72 ] Ё ] 1 
lx 1)? -Lx+1+1 I8 —3 


D Ян М1 -x+ dx? 3 
к 43x +10 —4 
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Solución 


"Ч A =Q p GO xe x? -3-1)-(х- х-2) 
r>  48х-10-4 хээ? 43x 410 ~4 








y E Py T NE ues z 
— + —— e 








Alm zz _X=2 M2 
zy 43x 410 -4 J 
x-2 
NEED EE ЕЕ 
0 EN CEA 234] 
pus 3 
43x +10 +4 
мэт мар ш 
213141 141 514,35 „з .3.32 
тэ 3 а. du B 
4-4 8 8 8 
Ж Mo spa =3 22 
хэ? 43x410—4 9 
et ши, чн ARRE 
ZXX ЧЄ ¿ANTAD Ж кж: PUES CAEN ME. 
Calcular los siguientes limites, mediante las propiedades. 
(1) 9 ЖЭ 2 (a+1])x+a Rpta. a-l] 
3 2 
xu x'-—q 3a 
Be m 
ON enam nnn Rpta. 0 
x22 x^ — x^ –12х +20 
2 
3x^ -17x 4 20 Rpta. 1 


lim 
@ x24 4x* —25х+36 
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© UG O © © 


© 


© © 


12 


© 


13 


© © 


14 


© 


| x^ « x? — 24 
lim —— > ə—əƏ —as>—- 
ХЭГ e ud 

3 2 
. x tX —-5x *3 
lx" +2x" — X'+ 4 


«Sx? £c 3x? – 8 
lim == 
vi 7x" — 4x — 3 


0 x 46x? 49x 
xo3y +5x* +3x-9 
2x3 — Si — 3 
I —_— —— 
хэз 4х° — 13x7 + 4x-3 


| bed 
lim—— =, a>0 y až] 
x—1 (] + ax)” — (a + х)? 


| 2x" 44 Даг" 
ти ee "9 
>l 3x ^" —5+2x 


00 
| x! 
lim =. 
al a —2x+1 


—2x+1 


| (x° -y-2)^ 
ШИЛЖ c ed 
x32 (x` 12x +16) 





) 


x4 ]— x ]- y? 


хәт 


Hallar el valor de “a”, а> 0, sabiendo que /im 


х-э| 


Hallar los valores de m de tal manera que lim Ыйы шла кы = m° 


3 2 
x —2a x+ ax? 
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Rpta. 11 


Rpta. 


| > 


17 
R ta. IE С 
p** 24 


Rpta. 


м o 


Rpta. — 


Rpta. 





Rpta. 5 


49 
Rpta. — 
цал 


3 10 


Rpta. (—) 


Rpta. -1 


+ 


—27 
х-т 


Rpta. m = 5, m--4 


" 5 -24-5 Rpta. а= 2 
ах+ x° 


© 


©) 


[5 


= 
20 7 


& © 


© @ © o @ @ 


@ @ 
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Si lim E -150, calcular el valor de a + b Ыра. -2 
хэі ax” +2x+b 
Si (x)=x-2 y g(x+1)=x?-x, calcular lin LORA) Rpta. 3 
x2 (gof (x + 2) 
Si se sabe que lim d =4 y ie 1.7 eo Cumis lim ^v) Rpta. -1 
х] bu -+i 136° хэр g(x) 
51 f(x)- гч . x zb, calcular lim figit) — Да) Rpta. g^ 
b=x x30 X (b-a)? 
(4 E 
Si /(х) = мас: , x%0, calcular lim JGh)- (4) Rpta. -1 
xc һ-э0 Sh 
Si tim 1022) 8 y tim 2% 23. Calcular timL2, ¡Rpte 1 
х-э-2 4-2х — x—-2 хе — 4 x>0 g x) 3 
. E] . /(х+А)— f(x) 3 
91 f(x) = 4{3х +1, Hallar lim —— — == Ыра. ------ 
л h-+0 h Р 243x +1 
| 4 Е. i 1 
“s ЭЭС 
lim Мі+х —41-х Rpta. | 
x0 X 
lim 4чх-4-443х-14 Rpta. 2] 
х-э5 х—5 
. Ix? —-2x 46-4 x? *2x-6 1 
lim ———  ——- Rpta. —— 
х-э3 x^ -4х-43 2 
ix -6 3 
n — —— Ыра. —— 
ын l -4ЇАх-7 pta 2 
x+3 4 


im — === Rpta. -— 
AO 47 — : 3 


Limites y Continuidad 


У^+а+®-=ча+ә» —./а +Ь “а»0, b»0 


dim 


.. er 
a E 
e Y) fol 


lim ур =x vb” -a El db? 4 


X» х-а 





© © 


@ © © © 
ы 
1 
+ 
Pos 
2s 








© © 
: 
і 








Ф ® © 
ig 
Sá 
Фү 





Ө 
ЗЭ 

ЯН 
E (d 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. — 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 





24a +b 


+ | вэ 


vfu 


má 
N | 


Ко! ш оо | tA 


o | + 
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© © 
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© 
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Mx Mx + -3 
lim —— 
+02 4+1 
Ит ——a 


jig Nx * x 2 
NN -——————E 


" Mx — 24x + 3x -2 


—O8Íx 41-24 x 4124 4x-1 
INE ————————————— 
Silx -34 x -1-x 


x^ -4x — x— 595 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Rpta. 2 


Rpta. 


Rpta. 


Limites y Continuidad 


Ө 


O © 


© © © © @ @ @ 0 @ 








: J2x —x+ 23/2x — fg 
lim —————————— ass 


x->4 x-4 


. ХАХ аа 
lim 


"m 
Mx «1 -38/x 41242 


lim — ———— —— 
х-э0 X 

с АЕ зае 
йт — eeh ГЕ 
х--2  Ax+1+1 


| Mx? +4 -2 
lim —— š 71 sa 
(22 x^ —2x ° —16x +32 


P -8-4/х7 44 


lim 
А 2 


r0 X 


2 
; x 
UT p WC ME 
х-э% a са ӨРХ) 


.— NE 
Jw Apex? - Afi -2x 
lin -——————— 


y Uu к? ^X 


Rpta. 


Rpta. 
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За 


Rpta. —— n 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


ON 





Ja 


м | — 


© 


© © © 


© © © © @ @ 


© © 


; х2-6-4х-6 
Їїт 


x3. Jx+1-2 
4:551-4х7-4 
2 
х 


Її т 


x0 


Gi x + 6 —{х+7 


lim > 

x2 x*= 4 
Nx -Na *Ax-a 
lim —————————— 


E mm 
iS, Jx aa wx 2а 


li 
192a 4x? -4а! 


«53x - 34x - 4 
hn 0————— 
x—»d4 х-4 

ja 

m — 


x>4 3 —-/2х +1 


m 312х7 -2Їха-2 


ini — 
x->2 4x Е: 

| 342x? -243x? 4442 
Jim —— — ————— 
x>2 Me? 


. А/х + – 2х -x-10 
lim == — 


v-+-8 x+8 

Tm X 

x + —-— x-2l 
lim 
(27 x—27 


3d x -3j 2x+x-8 
lim ——-— 
“4 х-4 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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+ | S 


242 


19 
16 


49 


19 
12 
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xx? -1-6 7 
Dun Rpta. — 
С q pta. > 
25) E. 
(8) аше Rpta. E 
x20 3x 9 
(79) im 229 Rpta. -12 
j 3123-319 — 42x -3 
4[ 4 9 
(80) lim Ad Rpta. 21 
X -»( x^ 2 
Vix? —47—2х 
$1 lim Mix -1-2х Rpta. — 
A ol) x+x*? 2 
(82) La E Rpta. d 
r2 1—2 843 
$- -2 
(83) him A Ух Rpta. E 
xl Ix 8 
3 рэн 
Їїт 3+ ух 2 Rpta. 4: 
(25. Ax —5 12 
19: w e P 
lim Vx аг" ух +2x-6 Rpta. СГ 
x23 х“ --4х+3 3 
/х? ade) ] 
(86) lim —————ÑpƏ Rpta. -— 
r>2x" —-2x” —16x+32 36 
lim х? -6- 4x46 Rpta. 70 
w3 Jx+1-2 3 
la, 2,7 
o, ша... Вак. 5 - Крка. 1 
yA г 4% 
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a. sP /Зх TE EY 


al Ax 4x 45 —4A3x +13 


Ë, 43/4x — SJ 8x — —- x? +16 
x22 x? — 4 2x — 5MAx +10 


lim х+2- \/6х—3 3-1 


26 4x *3 -3 


NER: 426 | x &3| 264 A 3x + 33 


і 
М" ес mcm 


4 -— 23 

1 x-3 
Ue 4273 
HH — 
x-0 42 416=2 


тш УЗХх— Da x 
Л 3х-7-2 


Ши.“ 


Da JTx+2 -3Msx? +7 -%/х-1 
Des: 35x -2 2 Lx жад x 


: 315Х-24х-8 
lim 


=5 5 
ш 54/,2 —x+2+x+3 


tim 5+3 — 3x41 3 -43x41 
еа lx -3x42 


„зг -8-хух+б+х* -2 


e x!-2x! +x-2 
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Rpta. — 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


-69 


32 
27 


25 
288 


2560 
1863 


29 
30 
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100 


© © 


S) 


104 


а ^: 


= 
= 
oc 


109 


e 


4х-48-х 
lim 


х=э2 Чү — 2415 -3x 3x 


1] 3 5 2 
Me 143 +14? -2 


lim 


x 0 x—x4x-41l 
| AM-xJx43-2 
lim ——— 
"am 3 

al x“ -03:12 


4-х-6-3 
lim 


K- 32 Эн v. Nr -142х 


юу 11 (ei +4 


x — A E 


y rl, +х jl =x 
Y lim СТ i ECT n ws +X -— — Mé — X 


2 
lim 


хэ! 43 +6 +x US 5х? 


Х- ин -— 


lim 
124 x-4 


x10 x — 9 —Ccos(x -| 0) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Pi 
to | 5 


+20 


Rpta. — 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


506 
371 


363 


364 


@ @ @ 


= 
= 
de 


© O © 


121 


000 © 


lim 
x2 x? -4/2x -53/4x +10 


UA MN 
jp. e 


тэ! Х+Х` 


"m 1-7 ЭГЭЭ -3 
v2 43x 410 — 4 
jos 41--х7 ЗӨ ЭС 
х-э0 y? 


” 5х-1-1 
iim ————— 


x 0 X 


2-4х-1 


bla 
Vx -4x 


n 
lim 3 


х-{ ]—X 


Ep cto. 
lim ————————— 
e J5x—1—42x +2 
эн 43x -2 43x 4 6—4 


li 
x2 х- 2 





1 44х-7-4| 4x +1 
lim —— F 
x2 ye 


4x —-4 —- 3x -14 


lim 

Хх-э»5 x-5 
1 5 

UL 

lim ————— 

rol х] 


43/4x — S4 8x — x? +16 
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23 
Rpta. -— 
ра s. 
Rpta. ! 
Rpta. 4 
Rpta : 
i22 
n. Ы 9) 3-х 
х-эЇ 1- х? 
lim х-8 
х-эб4 4 —3fx 


= 
3 


12 


31-х-41-х 


x0 Y 





13 
е... 
v 
"I ж 
t 17 
ш || ~ 
АЛ 


126 lim 


Ha ix-5-42x 41-44 
x4 Х-4 
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Para que exista lim f(x), depende del comportamiento de la función f(x) cuando x tiende 
x->u 


hacia a, tanto para valores de x menores que a (por la izquierda de a). como para los 
valores de x mayores que a (por la derecha de a). 





Para el caso de los limites laterales es más simple, por que depende del comportamiento 
de la función f(x) cuando x se aproxima hacia a ya sea por la izquierda o por la derecha de 
a y a esto denotaremos en la forma: 


Al limite de la función f(x), cuando x se aproxima hacia a por la izquierda es el número /, 





que denotaremos por: 


366 


Eduardo Espinoza Ramos 


a) Definición.- Consideremos una función f definida en el intervalo <c,a>; el limite 
de la función f(x) cuando x se aproxima hacia “a” por la izquierda es 


el número real L al cual denotaremos por lim f(x)=L si para todo e> 0, 


existe un 9>0 tal que si: а- б <х <а, Entonces |f(x) - | < =. 


Expresando esta definición en forma simbólica. 





b) Definición.- Consideremos una función f definida en el intervalo <a, d> el limite 
de la función f(x) cuando x se aproxima hacia “a” por la derecha es el 


número L al cual denotaremos por lim f(x)=L, si para todo e > 0, existe un 


xd 


ô> 0 tal que si: a< x< a + ё емопсеѕ | f(x) —L |< e 


Expresando esta definición en forma simbólica. 


Ой 222 аА 
22227 e 7 Е 


OD OC 





En otras palabras, existe limite de una función sí y solo si, existen los límites laterales y 


son iguales. 


OBSERVACIÓN.- Noexiste lim f(x) en los siguientes casos: 
Xu 


(1) Cuando no existan uno de los límites laterales. 


(2 Cuando los límites laterales existen y son diferentes. 


OBSERVACIÓN.- Al calcular el lim f(x), cuando la función f(x) tiene diferentes 


Xu 


reglas de correspondencia para x«a, y para x>a se aplica el criterio de los límites laterales 
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ЖТ. 
| exi "*3 minx SI 
Ejemplo.- Calcular si existe lim f(x) donde: /(x) = x *3 six 
wt х-1 iSl 


Aplicando el criterio establecido, es decir: diim f(x) 2L @ lim f(x) = lim f(x) = L 
> rol хээ 


lim f(x)= lim 1 85318 =d4 ...(1) 
хээ»! хэ 

lim MENE х+1=1+1= 2 (2) 
Ў 


al comparar (1) у (2) se tiene que: /im f(x) lim f(x) entonces Я lim f (x) 
xl хэ хә 
я t х? si x&2 
Ejemplo.- Calcular si existe, lim f(x), donde: f(x) ` 
x22 (5-2Х (077302 


Solución 


Aplicando el criterio establecido se tiene: 3 lim TASI S lim TO= lim MY lx) =1 


Jim A) шэн x? «2?! =4 ... (1) 
Jim NDE шиний 2x=8-4=4 ... (2) 


al comparar (1) y (2) se tiene que: lim f (x) = lim f(x)=4 entonces 3 lim f(x)24 


Ejemplo.- Calcular, si existe lim x, En -16 
x0 Y Ах? 


Solución 


' l i mie x* „ 2617 „6х2 
lim x.|—— – 16 = lim х = 
von åy“ y ol) 4x — v „ч: 2 | x | 


lim RIA -64x^ = Bš xy 1-64x -64x? MEET 


vot -sl _ 2 xl 2 2 
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х бас al fit 1. Tat | 








lim —— = lim ———————— = lim = 
TT 244 x0 2x x30 2 
4 1- 64x? 
Como lim —— xl - 64x" бах” lim хү -64x? entonces: 2 lim x. ANIR. 
| >Ü g [x | Ehe 2|x| хэд Max? 
А i. . [[x-1]]-x 
Ejemplo.- Calcular si existe lim === 
хээ. П 


Por propiedad se tiene | Х-11|11хХ1|-1| 


ит UXUE y л 1-х emil az; fo fia 


= Тл =. -Uxn WEGE һа 





para -4 Sx «-3 > [|x|]=-4 


ё [T -1х1| 223 DW E этэ +4 Mesa 413 








рага -3 <х<-2 => | Х1| 5-3 














lim Nuus lin Жеке im Мах = e с 
la 8-3 Xa Y јаз X943 012 
CUT Nx - [Ill x2-3 А|х”--1 Х1| yes E х 
PE iios 


Ejemplo.- Calcular «fim ——**—— 
сэ2` x —]lx^ +38x — 40 


Solución 
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2x+1 3 2x+1 3 
Богт Үр, e: 


x—1 x-1 х-1 


a a A 23542225 > s => с dee E» CRM 
X 2 4 4 x-1 3 x-1 


Por lo tanto [| "UE =» 
x-1 


2 2x + | 
ТИ нс. аль 5x? — 10x 
lim - 


A А Rei p REI 
(002. x —llx- +38х- 400 хэ2-х —1lx* + 38x — 40 





ч 5х(х—2) ; 5x 10 5 
= a ETS o речі lim — Y 
x22 (х^ —9x+20Xx-2) +92 х"-9х-20 4-18+20 3 
Ejemplo.- Calcular Ит, [х|+[|3х]] si existe 
Solución 
7 
Sea 25х<— > 653х<7 = [13x]]=6 
3 
ҮЭ Гь 
lim | x1+[13x]] = lim Ук+6 => 
x—y7/ 3 7/3 
7 х 
Sea үсийг => TSIx<S > MIST 
lim JI x 1+413x 1] = lim TENES 
x > 713 х-7/3 
Como lim 41 х1-113х1| = lim „Лх 1+[13x |] entonces . Я lim J| x | +[13x 1 
х-э7/: х-э773" X» / í 


3=x? 
Ejemplo.- Calcular si existe den PE 
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Solución 
2«x! «3 
^ ala. NN = A эмсийн 
= 
E = EE - 0 
Wes 
Vil > n lim i sii) 


lim —— 
exw8o0x-43 ај x-43 


r^ — 43 «x «4A = 3<x?<4 


X3  4— K —-74«-X*«-3 > -1«3-x* 0 = Luego [13-x* |] =-1 
o sur. wel Pa EZS) 


EEE ss A. Porlotanto A 
Y ai A x—43 sje "M x3 х-А/3 





| x* Я x«l 
(D Calcular si existen lim f(x), lim f(x). donde: fíx)=3 x si l«x«4 
| 4—x si x> 4 


Rpta. а) 1 b) 14 


y | 
6x—x* si x«2 





2x?-x-3 si x»2 Rpta. a) 2 





(2) Calcular si existe lim f(x) donde: /(х) =: 
Ë 6 S ox 
— . | y? WO 
(3) Calcular si existe lim f(x), donde /(х) = < Rpta. 0 
X0 | X . Же Ü 


bx`+ab si x20 
(4) Si ds | X : і x , Hallar a yb para que lim f(x) f(0) УК) = 1 
|202 +b)? =h 81 х«0 Кү 


Rpta. а= 3 , р = – 
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| x* lea 
(5) Calcular si existe lim f(x). donde f аа б х Rpta. 2 
xl AA he 
Х-5 
| deu mks 
(6) Calcular si existe lim f(x), donde: f(x) =: pe ке Rpta. -2 
Men x^ —12x 435 
— .x«5 
x-5 
(7) Calcularsiexisten а) lim f(x) b) lim f(x) 
| leue ib xl 
donde /(х) = • hw 1<х5 2 Rpta. а) 3 b) 1 
Ix -3] si x>2 
x" 2x3 + Ger y: 
MAA алин si x«3 
Calcular si existe lim f(x), donde:  f(x)-- p Rpta. 7 
өз јоза" | 
— — si x23 
x+2 
(9) Calcular si existe lim. 1x1 +[13x |] Крга. Б 
> / 
(10) Calcular lim ыа Rpta. -1 
v— 0 x 
(1) Calcular si existe lim TE Rpta. 7 
х Х- 
cul . х+|1-х| l 
(12) Calcular si existe lim ——— Rpta. — 
хен x° +] 2 
(13) Calcular si existe tim Mé-x [+L Rpta. 2 
v-»4 (4— х)./5- |x—1| 
Е _ 
(14) Calcular si existe Ina ^ — 34 Rpta. 4 


хэ] Ж-1 
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© © GO 


© © 


© © 


кы 
л 


@ 


ONE . 3x40 xl 
Calcular si existe lim ——— —— 
x20 7x — 5| x] 


"CT 6o – 2х2 - Ax 48 
Calcular si existe Jim ——————————— 
x32 | x-2 | 


Calcular si existe lim [| 3x |] +| 3x? -1| 


Calcular si existe lim 4 1Х1-113х11-4 
х-»5(3 


EET 41112х-11 
o [3 -2]- [1e] 


Calcular si existe 


Calcular si existe lim x 2х. 
x 2x? 42[ x1] 


12 - -uz 


Calcular si existe lim —————— 
x Нв ЯРИГЧ 


2 — 
Calcular /im 20x" +11] +1x+21-2 
x2 [i 3x +2]|] 


Calcular lim AAA: 
xl "px? +1|]+3x-1 


Calcular si existe lim Jlx|+[l3x|]+4 
x—5/2 


? 
Calcular lim E 
x2 [12 —1[]+2 


d -üzn 
Calcular si existe Шинай —2— 
x6 [| 2x |] +10 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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@ 


Calcular Пт yi leer 


e [Ix-3l] 


3 
Ix | 


3 dades 


Calcular Jim —————————— 
Hes 49 sig (x —1) — x° 


Rpta 
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) (04/6) 


46 
в 


Calcular lim [x^ —sig(|x^ -11-1)| Rpta. 1 
edi 
Calcular si existe lim bx" + S+sig(|x” -1|-1)] Rpta. 2 
x42 


Calcular si existe lim f(x), donde: f(x)=- 


Calcular si existe a) lim f(x) 
1 


Donde: /(х)-(х-2 х) 


Calcular si existe Jim [| x |] - [| 4 —x |] 
x 23 


36 — 5x 36 4 5x 








Calcular Zim [| 
ke Hi T dall 
2 — 
Calcular si existe lim Tw 111 
pl x+l 


Calcular lim (x^ +2x)[|1-x |] 
ТЭ? 


Calcular si existe lim Ват 1-х 
y=] 9 
x° —[Ix]] 





| 1-4 x 





b) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


3 
R ta. Lm 
ww 5 
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2 an fi? 

Calcular si existe lim шеш Rpta. 2 
x42 x^-—2 

Calcular si existe lim x 1] x - Ux |) Rpta. 2 


lx -11)-x 
x- 


x]- bi- nz 


x—|x| 


si —9 < x< -2 





Calcular si existe lim. f(x). donde: f(x)z- 


, si —2<x<7 





Rpta. 2 


Calcular si existe los límites: 




















X 
lim ———— b | - 
a fi ТП ) lim(x DI x I] 
E Le cd uiii š 
Evaluar lim f(x) donde: /(х) =: x*2 Rpta. - 
xl х+3 : 3 
si x e<0,1 > 
2x+1 
lim a aeea Rpta. -10 
х-э3” 10 10 
2 ы 
пт 21х2 +1 1х+21-2 нийг. 
x->6 [| 3х-2 | 34—42) 
lim 2x +3 0-35 2x Rpta. 3 
r-l lx 
ах? +bx+1 ; xsl 
Sea /(x)-242ax-b :1«х52. Hallar los valores de a y b para que exista los 
x+] : ud 
зөн 5 1 
límites de f(x)enx = 1 yx = 2. Rpta. Е) d 
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(47) 


(48) 


@ 


1 
x? -x? 4x+4 


‚ Y<- 
х+2 
Si f(x)-4ax? -2bx+1. —2<x<2, Hallar a y де tal manera que existe los limites 
x^ -13x 422 
— x22 
х-2 
1 21 
de f(x)enx=2y x=-2 Rpta. a =a y бу 


1Х1) si [Ix]] es par 


[ 
Calcular si existe lim f(x). donde: /(х) = 
хэ? 2Х-1Хх-021) si [|x|] es impar 


Rpta. 2 


[| 2x |] * | sen x | 


Calcular si existe lim f(x), donde: /(х) = чт Rpta. 2 
x— P 9 
Calcular si existe lim. (x^ +5 + sig(| x^ —1|—1)) Rpta. 1 
x-4 
X^ 3x B rA ia: 
— N, si x<-3 
x+3 
Si f(x)=lax? —2bx+1, si —3<x<3 . Hallar a y b de tal manera que exista los 
х2--288-057--- 
— Х>3 
х—3 
ъй 4 
limites de f(x) en x = -3, х= 3 Rpta. а= -1 у b= 3 








] ; 
27 cuya gráfica es: 


Consideremos la función f(x)=2+ 
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— — шинж — шим шиш шаа инь шинж — — — — — — — — — — — P — — — — m йе .. de 9889 ана ан mo "m — шинж — — — — шиш — 





esse sss sak E 


Examinando la gráfica para valores de x cada vez más grande, el valor de la función f se 


aproxima а 2, por lo tanto se puede decir que: lim f(x)=2 рага el caso cuando x 
X-9 0r 


decrece sin limite, el valor de la función f se aproxima a 2. Luego podemos decir que 
lim f(x)=2. А estos tipos de limites se les llama límites al infinito. 


Az 


Ahora daremos las definiciones correspondientes. 


a) DEFINICION.- Consideremos Ё <a, + oo» —— R, una función definida en el 
intervalo <a,+o0>, él limite de la función f(x) cuando x crece sin 


limite es él número L y denotamos por lim f(x)=L, para todo €> 0, existe un 


X095 


N » 0 tal que s x> N entonces: [f(x) — L| < e; es decir: 





b) DEFINICION.- Consideremos f «-o,b» —— R, una función definida en el 
intervalo <-so,b> él limite de la función f(x) cuando x decrece sin 


limite es él número L y denotaremos por lim f(x)=L, si para todo e > 0 existe 
=>- 


un número M < 0 tal que sí x < M, entonces: |f(x) — L| < e, es decir: 
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c) 


d) 


i) 


li) 


DEFINICION.- Consideremos la función f: D, — К, una función definida en 


su dominio él limite de la función f(x) cuando x > œ, es él 
numero real L que denotaremos por lim f(x)=L si para todo £>0,3M>0, 


tal que si K| > M = |х) — L| < e. 
TEOREMA.- Sea n un número entero positivo cualquiera entonces se cumple: 


= () ii) lim . -0 


" 








1) lim - 


Kc ер т-э-%: ү 
Demostración 


Por definición: Ve>0, 3IN>0/x>N > > => 1-1 <е 
х х 


l l 
< 
| xp N" 





Comox>N>0 => I|xl'»N" > 





"Im | <& > po 


| ^ |. £ 








Por lo tanto si ХУМ => 


Como М” = 


l 
— > M T 
E Ve 
"e l : ] 
Luego six>N = |—-0|«e siempre que: n=l} 
x" E 


Su demostración es en forma similar que i). 


Ejemplos.- Calcular los siguientes limites: 


Hallar lim — 


2x? +3x+5 





2 


(v 3x* —2x+1 


Solución 


La forma más práctica de calcular los limites cuando x ——>+%0 о x —— -œ es 
dividiendo tanto el numerador como el denominador, entre la mayor potencia de x que 
aparece en la expresión dada, luego se aplica el criterio del teorema anterior. para nuestro 


ejemplo dividimos entre х? tanto el numerador como denominador es decir: 
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3 

2x? +3x+5 X 
lim —————— — = li ETA ON О Eš 
ur us a 2,1 SY 3 
X 





O " 2x! -3x-4 
lim ——————— 
Fo» /х* +! 
Solución 


Cuando x toma valores positivos bastante grande, se toma х? = 4х? con el cual 


. e “4. . ? | > 
dividimos el numerador y denominador entre x^ = ух“ se tiene: 








18.8 
2 22е 
lim 2% 3x-4 lim X x _2 0 0_) 
Kc» x^ +] X» Te" 1-0 


0) ws 
lim ———— 
x x47 


Solución 


Como x toma valores positivos bastante grandes, se toma x -A4x? con el cual 


dividimos el numerador y denominador entre x — Jx 2 se tiene: 








5 
х" +4 4 
CENSO r ra 
_ Xx? | x? 4-0 НЯГТ? 
lim ————— = lim —— 2 ^. lim —h =l 
xw X7 X-3 00 7 1+0 xcv x47 
1+— 
X X 
: Jx? +4 
O mv 
pep x+7 


Solución 


Cuando x toma valores negativos bastante grande, se debe tomar x= ea , con el cual 


dividimos el numerador y denominador es decir: 
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| ит = tim 7 War ae 
xr (4 no uo X X—-—06 nnm + 
X x 
NEC “f San 
xo x+7 
(3) lim (Nx^ -5x46—x) 
Solución 


En este tipo de ejercicios para poder aplicar el método de los ejemplos anteriores, es 
necesario expresar a la función como un cociente y para esto se debe racionalizar: 


2p ы P z 
lim (N x^ ~5x+6 -x)= lim (dx? -5x« 6-3) 9x? —5х+6 +x) ЗА | 5х+6 
X>+ x>+0 4x? —5x 64x X->+00 Á4x? A 


Como x toma valores positivos bastante grande entonces dividimos entre x — 4x? 


6 
-5--- 
lim (x? —5x4*6-x)- lim MA. a = [т ——— _ a: EE a. 23 
` re A S0 IM +1 ыны 2 
1 2 
X x 


(6) lim 4x? —2x+4+x 


X->- F 


Solución 


En forma análoga al ejemplo anterior debemos expresar a la función como un cociente y 
para esto se debe racionalizar: 


2 2 
У? на х“ -2x+4-— -2x+4 
lim үх —-2x c4 *x- lim (x -2х+4+ х)үх? -2х+4-х) _ lim 2x + 


j 
= b= у. 


4x? —2x44-x du om s. 


— — 


. — q. 7 
Como x toma valores negativos bastante grande entonces dividimos entre x= sse 
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4 
-2x«4 dL sN, 
lin — = = lim ——-J = ———v = 
хэ-® dx do e >> y -41-040 -1 
(Me 
E E $ 


lim. ух? —2x+4+x=1 


= 


(2) lim (х +30 к LEM 3/3 +2x? —30) 


кэне x*.4x47 
Solución 


En el ejercicio dado se observa que el numerador es de un grado mayor que el 
denominador en estos casos se resta y se suma x a la vez para luego hacer las operaciones 


respectivas. 


3 2 m wn ша 
lim (2 tal UR» 342x230) 
aca Л F 47 


= lim Ente x)- "m umm 42x? —30 y] 


X24 x^ + 4x 


- 2x! +30 


? 
= нә 
чар a 227 а МАР ат. ===) 
A АР нах b v E A 30 «3o? + 2х - 30)? 
Ahora dividimos numerador y denominador entre х 


н 3 431377 
AE 7420 
= lim ( 1 E t == E 
+ + 1+ 15229 Fo t 
X x x х? ү X x? 
-140 -240 E TEE 


=——=-Y = 
14040. 1+211+0+3/1+0 3 3 
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7 Ja d+ x2 
dim == 


Сото х toma valores positivos dividimos numerador y denominador entre Jx. 














” dn ms Е ii : 
Нн--ш-ш----12010-------штүшшш-----0-Ш —— 
£ pb. à Мх +2 XL | 2 41-40 





Calcular si existen los siguientes ejercicios. 


1 ч 

гж1Х7 43х 44 
və“ Ду” + 30-020 44 4 

Ax ala” 5 l 
lim = = p Rpta. —— 
х--т —E + +2 2 


1 
2x^ +7x+5 











lim Rpta. 0 
rv 1 +254] 

3 s 
lim ( ==) Rpta. 2 
ке 42 х+2 

2 " 2 
lim [2€ - Харт ^. Rpta. di 
vx 2x+1 4х? 2 
lim 25 2 A. -$5 Rpta. 2 
б, 2x41 x—3 2 


Rpta. 








= 
M 

= 

| 

t> 

- 

+ 

+ | = 
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6 


lim (16x? 48x46 —A16x? - 8x 6) 


X05 


lim (Nx* +x -Xx? +9) 
À J2x? +] 
lim ——— 


e ЕВ 
lim (Nx? +2x=x) 
lim vx? -2Х-1 -4x -1х-3) 


lim (Jx(x+ а) — x) 


X—u 


lim (Ja + aYNXx +b) — x) 


lim (x «Nx? - x? +1) 


| X. — X 
lim += 
Xx—-—x 41 -4х7 


lim (x + Ah >) 


lim 


x 
x > ewm) 
lim (x 42x -4x-42x ) 


lim Ух Mx +4х a: Ух B Vx 
və 42x41 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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@ @ 


@ 


lim dx? +5x-1 -4x? +3 


X L2 Y yx? +3 
lim x(Jx? + —x) 
Xt 


dim Хе Ë 


lim (x^ + x + EN + xŠ +1) 
lim NX 53*N2x -l Ax! 434 32x? -1 


X 6 x* + y? "| 


їт [Ed +3) 
кэз 243x -11 


lim ax? 2% ad -4x? +4x+1) 


a x4Ax 


eer 
lim (x x ex JA 
A8? +x “287 + x° 


li pp. 


lim x? up + —-[х? -1) 


НЬ за RT +1 
px OS ç ХЭ-Г Ч 


VA YA *ti-x 


Rpta. 0 
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EA ! 
Rpta. > Si X — +oO , -00 S] X>-00 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


+. | tus 
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© 


lim x x? зах? A 29 


Ши ш AX ua 
арбы AE 


| Vx «6x? -16=x 
lim 


ий... 4 х? +2х +] -А|х? -Х 


lim 


A RO 
lim 4 х“ 43-14 x` +4 


" х” +1 


lim (- 4х Ax +/4x —24 x) 


lim ale = х= -3)х9 -х7-1) 


іт (41 х5 – 4х3 4512 2x? ) 


3 


lima]. E 


0 V x 


lim (2239-2317 ) 


+ Sb +] 
ШОН э RFT г ү +1-—%/х^ +1 





—x) 


lim Bh #5 +4” uir 


i 
me x x? —12х? +1 


\/8х° +3х +] +4] i +x"+1+10 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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5) 


6) 


46 


47 


© © © © @ @ 





lim 0-2 Ух ЗӨ хэл? 7 Rpta. 


e o тт +] 


4x? ^ qu FAX +1 


хэм А] 6x5 +2 a? +3x3 +1 


af 4 
Nx +1+х Rpta. 2 


һә | — 


==» 


Rpta. 


lim 
х-эх E ST 
ы s 
lim —— Rpta. 3 
x=3=00 Xx + 2 


31 +2x +x 





lim ————————— Rpta. [чм 

K-p=0 х! 
sÍ 5 

Їїт Ve +1+х Rpta. 2 
х-э—% х +] 

I a E a+b 
lim (х —-/(х-а)(х —Ь)) Rpta. > 

cx^ 4 2x* 


sea infinito y calcular él 


2.3 


limite. Rpta. c = 1, L = m» 


Hallar el mayor valor de c de modo que él lim 1 
X— +> 3x^ +1 





51 j | AZ Els S RR o + +3х—=10 )=5, calcular el valor dek — Rpta. k= 3 
xoc ++ 





Hallar las constantes k yb que cumple lim (kx най л т -0 Кра. к= 1, b=0 


X>+ х? 


3 





Determinar el valor de las constantes, M y N tal que lim [Mx+ N — 1-0 


Xo x? + 
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En el gráfico se observa que cuando x se aproxima a 2 por la derecha, la función f(x) 
crece sin limite y su notación es: 





y cuando x se aproxima a 2 por la izquierda, la función f(x) decrece sin limite y su 
notación es: 





a todo este tipo de limites se les llama limites infinitos. 


Ahora daremos las definiciones siguientes: 


a) DEFINICION.- Consideremos una función f definida en algún intervalo | que 
contiene a c, excepto en c, entonces él lim f(x) = +00, 51 y solo 


A 36 


si, dado un número N > 0, existe un ë > 0 tal que 0 < |x — c| < 8. entonces f(x) > N. 


Es decir: | 2 
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b) DEFINICION.- Consideremos una función f definida en algún intervalo I que 
contiene a b excepto en b, entonces él lim f(x) = —o,sí y solo 


si, dado un número N<0, existe un ó > 0 tal que si: 0 < x —b| < ë entonces f(x)«N. 


Es decir: | lim /С 





c) TEOREMA.- 5: пеѕ un numero entero positivos cualquiera, entonces: 


i) flim к ээ ii) lim — = 


1 —90, si n es impar 
x0* x" х-э0- x 


+ , Si п ез par 
La demostración del teorema queda a cargo del estudiante. 


NOTACION.- 


i) = t=, а> 0 11) q^ а<0 ili) Я, ИРТ 


388 
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d) PROPIEDADES.- 


Si lim f(x) ^c, lim g(x) = 0, donde a es un número real, с + 0, entonces: 
I -+g -+g 

















i)  Sic> 0 y g(x) — 0, para valores positivos de g(x) entonces: lim : 2 
xa g x 
2 : “иш 0 
ii) Sic>0 y g(x)—> 0, para valores negativos de р(х) entonces: lim 22) 
Xa Р x 
Mr = O - 
iii) Síc« O0 y g(x) — 0, para valores positivos de g(x) entonces: lim (x) = 
x—a g(x 
: . CO 
iv) Sic«0 y g(x) — 0. para valores negativos de р(х) entonces lim (5) 
xa р(х 
Ejemplos.- Calcular los siguientes limites: 
lim 2r 
x22' x° — 4 
Solución 
: x+2 ] ‚ х+2 
lim —— = lim ————= lim —— = +0 “ lim = 
x>? x7-4 xor(x-2 x*2) хэгх-2 х-»2* х? -4 
5x? +1 
lim : 
хэ? 2-x-x" 
Solución 
. 5x! +] 2 Su hl 20 56 1 (4) 4 
йт ——-— = — lim — — =- lim ———m = -— = — 
ol 2-x-x^ CM x^4x-2/—— s (x *2)(x-1) 0 07 


: {16—-х? 
E. 
x4 х-4 


Solución 


Limites y Continuidad 
y -A -x? ET 16-x? = lim (4-644) _ 
UM аса скн (х-4уЇб-х? 9% (alió? 
16-х? 
lim ——— = —о0 
x4 х-4 
O lim ДЕШЕ 
х-э4 Х-4 
Solución 








x>4 = x e (3,4> => [|х|]=3 


4 n "WP" 
ШИН Цэрэг” eid 
х-4- Х-4 х-24-Х-4 х-э4-Х-4 (| 








Calcular los siguientes límites: 


zo ая 
lim — 
x22 x^ —4 




















Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


CAM des v 


+00 


+00 


-00 


+00 


+00 


-%0 
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х+4 -8 


— = —00 


lim [1x 1]-4 = 


е x-4 
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© © 





x-2 
im 
r=)" x+l 





rom Їїх-х 
x3 3-х 


2-4x? 


lim 214 1018. 
х-0 Sx^ +3x 


+ х +9x? +20х 








Jx? -9 
m 
x33 x-3 
© 3x? qu QE 
lim 


-— 
lim |16=x* | +1 


. 2x!-5x-3 
lim == 
x1 х—1 


lim(——— — 


хә1]—х x?-2x-1 


l 3 








lim( 


x2 e 2 х? —4 


x24 (4-x)/5-|x+1| 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Consideremos tres funciones f(x), g(x) y h(x) tales que 


i) х) <р(х) < (х), У хех, y 


i) Si lim у(х) = lim h(x) = L , entonces se cumple: 
х Xo 


XX, 
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-00 


-00 


+00 


-ОО 


+00 


+00 


+00 


+00 


lim g(x)= L 


X— Xp 
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Demostración 


Mediante la definición de limites se tiene: 


lim f(x) =L © Ve>0,30,>0/0<]|x-xp1<0, = |(х)—1Д< 


x 7 


lim h(x)=L © Ve>0,3 6,»0/0«|х-хү| <ó, > hx)-L <e 


ма” 


Luego si tomamos ô = min(ó,,Ó,, se tiene: 


: 0<|x=xp1<0; |ГО):-41Кё 
0<|х- [<ó = 


O<|x—xo | <ó, | Л(Х)-1| 56 
de donde: L-—e<f(x)<L+e 
L-e<h(x)<L+e entonces: 
L—e< f(x) < р(х) < h(x) < L+ e, de donde: L-e<g(x)<L+e por lo tanto: 


Si O<|x—x |<ó = |g(x)- Ц < e, lo que significa que: lim g(x)= L 





Para él cálculo de los límites trigonométricos es necesario establecer algunos criterios, los 
cuales mencionaremos en el teorema siguiente: 


a) TEOREMA.- Demostrar que: 


sen x lg x 








i) lim zl i)  lim——:-1 
х-0 x y-— x 
iii) lim sen x = sen xp iv) lim cos x = COS xç, 
Y-PA, XE 
Demostración 
d . Senx 
i) Demostraremos que lim = 
x20 x 
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sen x 
x 





para esto demostraremos la desigualdad: l- E « cos x « «1 


donde x es el ángulo medido en radianes tal que: 0«|х|« " 


Consideremos él circulo unitario con centro en el origen del sistema de coordenadas 


rectangulares XY. 





Sea 0 <х < Е el arco AP, medido en radianes, donde: 


P(cos x, sen x), A(1,0), B(cos x,0), C(1, tg x) siendo C el punto de intersección de 
la recta que contiene el radio OP con la recta tangente a la circunferencia en A. 


En el gráfico observamos que: 
Area А POA < Area del sector circular OPA < área A OCA 


sen X 





Donde: Area A РОА = В (1) sen x = 


Area del sector circular ОРА = - arco(radio) ?- 2 
Area ЛОСА = = , es decir: = < 3 « ын , de donde: 
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senx<x<tgx dividiendo entre sen x. 


14 











sen x 
< tomando inverso Cos x < «1 n (1) 
senx cosx x 


ГУ 
Además d(A,P)«arc.AP , (1—cos x)? «sen? x«x? 


2 2 
|-cosx < 7- = 1-7 < cosx 2. (2) 


2 
Ahora de (1) у (2) se tiene: 1 ET < COS x < ВЕЗИ 
X 





«] ... (Q) 


si xe(- 7. 0) suponiendo que 200 = 0<-х<5 


que reemplazando en (а) se cumple: 


ez — 2 
pr)” y cos) e эг Эг = 1-5 < cos x < E 
X 


<] 





2 


X sen X 
Luego 1 7 < cos x < 





«1 se cumple рага 0 < | x | 2 


2 
Сото lim Ет, =] y liml=1 entonces por el teorema de Sándwich se tiene: 


x0 х0 


. Sen X 
lim = | 
х0 у 





Ejemplo.- Calcular los siguientes límites: 


O lim sen 7x 


x0 X 





lim SOZ = lim? 5 Ix 2101) -7 


r5 x т -+0) x 
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O lim бх —sen2x 


г-и 2x + 3sen 4х 
Solución 


Dividimos numerador y denominador entre x 














6x —sen 2x . sen2x sen2x 
audies 127 что арг. ар. 
x>0 ZX +3sen 4х ЗЭР T x "do +19 X 2412 7 
x x 
6x-sen2x 2 
^S lim — =— 
x>0 2х+3$еп4х 7 





. l-cosx 
O m 
x—0 




















x 
Solución 
- 1— 2 0 
ит. COSX у. ( cosx)l*cosx) |, sen* x dps senx senx = («0 
x0 xX x0 x(1 + cos x) х-0Х(14008Х) x0 x  l4cosx 2 
ut l—cos х =0 
x>0 X 
(4) | - cos x 
lim : 
х-э0) жа 
Solución 
Е Р 2 
lim ] gsx з (1 соз NAPO 2 lim — sen“ x 
ээнд у" хэ0 — x^(l1-cos x) x?0 x^ (1+c0s x) 
sen x.» ] ] ] 
= lim 3 = (1)(——) = — 
ши x ) ] + cos x Ост) 2 


. cos(mx) – соѕ(пх) 
G. nomaa 
x30 x^ 


Solución 
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. COS(mx)—cCOs(TH . [1-cos(nx)] - [1 ^ cos mx . l-cos;zx ,. 1-cosmx 
lim PO MA lim PARA өвчтөн = lim — — — — lim —— — 
x0 x" x0 x” x— 0 x* х-э0 x° 


sen? nx | sen? mx 
lim 


= m—— | 7 e 
x29 x*(1+cosHmx) "^" х (l+ cos mx) 








. ,nSenmx,» 1  msenmx » 1 
= lim( Y — - liim (2 —————— 
хэд — nx l+cosnx  1>0 mx 1 + cos mx 
Qn m^ m -m' 
2 7 2 
O 1 — cos(sen 4х) 
lim заал 227 
х-э0 sen” (sen 3х) 
Solución 
2 
ѕеп 4х l-—cos(sen 4x 1 
| > есе 2275) 16(1)(—) 
him 12 COs(sen4x) р, 16x* sen” 4x E д8 
x0 sen? (sen 3x) x20 9 sen? 3x sen(sen 3x) 2 9101) 9 


9x? sen 3x 
NOTA.- Si se tiene que calcular limites de funciones trigonométricos, cuando x tiene a 


x, diferente de cero, aplicaremos el teorema siguiente. 


b TEOREMA.- Si lim f(x) =L © lim / (хе * h) 2L 
->0 


í Xo 
Demostración 
Aplicando la definición de limites se tiene: 


Рага cada £>0, existe 62 0 talquesi xeD, y O<|x-—xo | <ó entonces: 


Ahora hacemos un cambio й = хх, de donde x=x, +h es decir la sustitución 
en (1) se tiene: x *heD, y 0O<|xpy +A-=xp]|<eé entonces 


| / (xg * h) - L| <=, por lo tanto: 
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Ve>0,36>0/xp+heD,; ^ O«l|h|«ó => | (хо +h)-L|l<e 
Luego por definición de límite se tiene: T lim f(x +h)= L 


OBSERVACION.- En la práctica este procedimiento consiste en hacer el cambio de 
variable de la siguiente forma: 


L= lim f(x)= lim a f(x) = lim f(xo +h) donde: x-xọ =h => x=xp+A 


diia. 
A este procedimiento se le da el nombre de reducción del limite de x, a 0. 


Ejemplo.- Calcular los siguientes limites: 








.  1-2cosx 
lim —————— 
ori? Л-3Х 
Solución 
Aplicando el procedimiento de reducción: lim Ten 4006 x = Íj 1-208x .. (1) 
< -3Х  ,5,, R—Àx 
3 3 
Sea x-—-h => x=h+2 ... (2) 
3 3 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: 
1—2 cos(h + ci 1— 2[cosh .cos —- -senh .sen A1 
. 1-2c08x , | 3 3 
A d A e A 
A MAR 07 k 
3 
1-- 90% 43 senh] 
i fas 2 4 „Ыт. —cosh «48 жең, 
h0 —3h 3^0 A h 


=-=- 
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1—cosh + (1—cosh)(1+cosh) | " 1-cos^ h f sen? й 











lim = lim = lim —— 
h> Л h=>0 h(l + cosh) h=>0 h(1+cosh) ^0 А(1 + cosh) 
= ты uim - (ij M 
h—50 Л 1+ cosh 141 2 
. 1+c0sxx 
(2) іт —————— 
valy” —2x+1 
Solución 
бре лэ. lim ы. ... (1) 
ol x" —2x+] «990 (x—])* 
Sea x—1=h > x=h+1 ... (2) 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: 
` l-cosm . 1+со$л(Л +1) . l-4coszh cos; —sen mh sen z 
x x° — y] h-0 h` A>0 Л" 
. l-coszh , (1—cosmm)(1+ cos лй)  Zmsengh, l 
= lim —— = LES = ==. = lim(————.— TT 
hab h° h>0 h^ (1 + cos zh) h—0 ЛЛ | + cos zh 
aad л?  I+cosm лс 
= л (—)-—- л lim >с О = — 
1+1 2 h>0 x* —2x +] 2 


O) . l-cosóx 
lim —— 


зо senóx 
Solución 
l — cos бх 
n CSI d p.25 _ D am 
x30 senóx 150 OSCN OX 6 
6x 
donde: timo SF -fmo ЗНАШ rd 





v >Ü Y x0 6x l+cos6x 
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Q 


6) 


(@ 


1561 x —cos x 








lim 
1>01—sen x — COS x 
Solución 
1 + sen- cos x senx | |-cosx 
. l«senx-cosx 
lim — — —— = lim —————À—— = lim x 5 
хэ01-661Х-0084Х хэ01-561Х-005Х  x1>0 Senx 4 1-008Х 
X X x 


. l4senx-cosx 
lim ————————— = 
x—0 | — sen x — cosx 











. sen(z —x) 

lim —— 
oz X(Z — X) 

Solución 

. Sen(z-x) ѕеп(л — x) 

lim ——nn = c 
хәл х(л —x) x-z0 х(л —x) 

Sea 2= х-л > х=7+л 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: 

2 sen(z-x sen(—z senz, | l ] 
lim — ¿upas _ Р”: = ӨВ --( )к= ()(——) = — 
гэж х(л-х) 2э(:4Л)-2) :90 Z +Z 0-л л 

sen(z—x) 1 
lim ———— = — 
хэл Х(Я-3) Л 

. ]-cos3x 
lim —— 
x20 1— cos 4х 

Solución 
| соѕ 3x й 2 | 
I—cos3x  , E эю Ж | + cos Зх 

im ————— = —— = E s e гэг. 

xoO0l—cosdx xü | — cos 4х A Pn 4x 2 1 
х? Y 14 cos 4х 





pun on 


1-0 


... (1) 


... (2) 


Limites y Continuidad 


(3380 3x 20 сов4х) 
— li —— Ub n 20-15 auum ue 


x20 ,,Senáx ) 2 (14-cos 3x) 


4x 


(4 





© © © © © © © © 


O © 


‚ tgx—senx 


x—0 x 3 


x—sen2x 
x0 x + sen 3x 


. l-4cosx 
im- — ——— 


1—0) x? 


lim sen(x +h)—sen x 


A>0 h 
lim “Л +вепх —-/1—веп x 
х-э0 x 


4/сов х —Alcos x 


lim : 
х-э0 sen? x 

. COS Xx—COS 2х 
lini — — 


x20 I-—cosx 


. 1-2c0sx-4cos2x 
im —TVo <£—— 


x0 x^ 
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Rpta. 0 


Rpta. 4 


Rpta. 


һә | — 


Rpta. -— 


Rpta. 


p | — 


Rpta. cosx 


Rpta. 1 


Rpta. -— 


Rpta. -1 
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@ @ 


‚ l- cos! x 
lim — — 
x0 2^ 

. l-senx 
lim ———— 


„ж, xy 
; 16547 


COS x — sen x 
№  —ax——rrm r mÑÉÑ E — 
x  COS2X 
4 


lim(] — x) {р == 
x1 2 


cos(—,) 


lim 
ХЭЭ! ] — Jx 





. seníx—x/6) 
um ——— 
г. 43/2-cosx 


. Senx-cosx 
lim —— V 


x 
A — 
4 


l— tgx 


n 
lim (— — x) tg: 
шин x)tgx 


NO — 
m 


. Sen х — sen q 

lim ——————— 
х-эа x-a 

COS x — COS q 

m ——— 
xa X—a 


sen 6x 
? 243 
" E 3x -2n 


lim 


в-э0 Л 


) 2 
sen” (h+a)-sen”? a 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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м | — vj] 
Sire 


a to 


COS а 


Sen a 


sen 2a 
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© © 


© © © 


м 
(5) 


© © 


© © © 


© 


. Senj3x.sen 5x 
Im —————— 


х-э0 (х—х?)? 


зА 3 sen zx —sen 37x 


li 
х-э0 x? 
Í ? 
| NX +4-3cosx+l 
lim ————————————— 
x» ] — cosx 


4 
. беп” Óx+tg3x 

jug n Om M 

R 3х-л 

1 


o 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


lim ig^ х(42 sen? x 4 3sen x + 4 — sen? x+6senx+12) 
л 


x>— 
5 


(л + 2х) E + 3х) 
lag 
r T Senis + 3x) 


lin 


xU X 2 


lin Е 
x0 x^ 


lim ig(a + 2x)-2 ш(0 +x)+tga 


х-»0 ХЭ 


š 
| (1-cos x)” 

llam ERE T E 
x0 to” x —sen* x 





' COS X 
lim 
л Л 
r эт" o am Y 
52 
tg ax—1g? ax 
lim —— 
х- э [рх 


; sen(a + 2x) -2sen(a +x) + sena 


И cos(a + 2x) - 2 cos(a + x) + cosa 


Крга. 


Крга. 


Крга. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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15 


4r? 


м | -3 


l 
R ta. TESS 
ж 12 


чә | to 


-sen а 


-COS а 


2sena 





COS a 
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© © 


© © 


© © 


© © 


© 


' (1— зеп x)' 
lim ra Bui л 
i ‚2 (1 + cos 2x) 


, sen(l- x) 
A 
x1 JE 





. 1-2cosx 
lim —=—— жа 
х» = sen(x — =) 
š 3 
6 


lim —— 
х0 (tg x — sen x) 


lg ax 
x0 (1 соѕ ax + x) sec ax 


.. sen(x? -10x +25) 
lim 


x5 x! 542 —125х € 375 


| l 
lim (——; 
x30 sen" x 1-005Х 








xsen(sen 2x) 
JII —— э ээн 
x0 ] — cos(sen 4x) 


: COS X 
lim ————< 
, A 4Jl-senx 


3 





. cos x —A cos 2x 
lim ————————— 
ol) x sen x 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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l 


— 


64 


-2 


Aju 


N | — 


+ | — 


м | — 
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@ 


47 


@ 


© © @ 


52 


@ 


© © ® @ @ 


58 


@ 


lim 


X—»R 


lim 
x0 


lim 


x0 


lim 


x» 


lim 


x0 


]-senx/2 


COS x / 2(cos 2 —sen 27 
4 4 


cos(a + x) – соѕ(а — x) 
x 


МЇ + sen x —41 -sen х 


tg x 


1 — cos x4 cos 2x 


x? 


4cos x —cos 2x – 3 


3 
хѕеп x 


1—4cos? х 


im- —— 
хэл 8sen(x -7 / 3) 
3 


x—»1 


lim 


x-»1 


x0 


lim 


kg 


lim 


x —U 


lim 


x0 


lim(x —1) senate 
х-1 


2х7-со8(х-1)-1 


x* -1 


5senx—3cos x +3 
2tg x - 1—cosx 


sen? x -sen^ a 
x-a 


COS x — cos(sen 2x) 


x? 


А COS Mx — COS HX 


y 


x 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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-2sena 


м | ма 


м | Ма 


sen 2a 


ко! 


ча ЕЕ Р.Е 
NS —m 
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lim | — cos x cos 2x cos3x Rpta. i4 
Y20 ] — cos x 
(60) lim ѕеп(2х+а) – 2 ши + 4) +sen a a 
k —*() X 
2 "i k. 
lim A, @ ce 
x4 sen(x—1) sen(x- l) гэл COSX 
2 
= 2 -— 1 
(63) lim 1-4cos* x (64) lim 2(l— cos x) 


T wF. x—() 
 8sen(x—=) VIE 
` 3 


л 
{р(х+—)—1 я h й 
(5) т---2-- y A 


x>0 sen x x 30 x 


(67) Jim 19055 " Q2 - 20s )' 


x90 sen x 





a) FUNCIÓN EXPONENCIAL DE BASÉ *A" POSITIVA 


Sea aeR' ya zl, а la función exponencial de base “a” definiremos en la forma 


siguiente: 





donde su dominio es <-с© , +oo> y su rango es «0,20» 
Si a» 1, la función y=a' es creciente gráfica (a) 
Si0<a< 1, la función у =а* es decreciente gráfica (b) 


Sia =e entonces y =e" su gráfica es (с) 
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Fig (c) 


b) PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL.- 


Sia, b > 0, entonces: 
(4) 30:4 (2) V T n" (3) ЭР”. 
а хаш х хрх ах 4 
=a: ab) =a b (=) == 
o 5 O в O (9-6 
Ejemplos.- Trazar la gráfica de las siguientes funciones. 


O) jv ©) y= GO" 


Solución 


' l l ; 
Comoa=2>1=— у= 2* es creciente Сото а = 5 E AA v es decreciente 
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Y 
y=2" 

1 

0 Х” 





c) FUNCIÓN LOGARÍTMICA DE BASE “A” POSITIVA.- 


De la definición de la función exponencial у= /(х)=а* a>0,a = 1 se deduce 


que dicha función es inyectiva y por lo tanto tiene inversa. 


Luego а la función inversa de y = f(x)=a” le llamaremos función logarítmica de 


base “a” y la definiremos en la forma siguiente. 


Definición.- А la función Ё <0, + оо> — R definida por: 


аА A A 
I Ж , 22 ОРОКЕ 4 : 


E 22 19 Б: 
BARI DIA УЛ ARAN 
STA A o EAT Lei i 





Le llamaremos función logaritmica (ó función logaritmo) de base a donde a>0, ax] 


Se sabe que log, x es un número único b, tal que x = a^ es decir: 





NOTA: log, x = b se lee “el logaritmo en base “а” del número x es b" 


OBSERVACION 
La función logarítmica de base “a” tiene por regla de correspondencia la ecuación: 


no Б 
T1 


repay wy 
"toc ** 
XO X RAMONA 


ими, 





i) Sia > 1,1а función f(x) =log, x es creciente 


i) Si 0 <a<l,la función f(x) «log, x es decreciente 


Limites y Continuidad 407 






f(x) = log, x 
О<а<1 


PS 


d) PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN LOGARÍTMICA 


Y 
0 


X 





Si a, b > 0; entonces: 


(D log, 1-0 Q) log, 4=1 





Á 

log, AB = log, A+log, B log, — =log, 4- log, В 
(3) log g ё (4) log, = =log g 
(5) log, A" = nlog, 4 log, A = дор, А 

n 
] log, 4 

log, 5 = log, A == 

© : log, a © Ё log, a 
OBSERVACION.- Si 





DEFINICIÓN.- La función logaritmo cuya base es e, se llama función logaritmo 
natural ó neperiano y denotaremos por: 





donde D,<0,+0> y К, = К 


(1) lim Ln x = + 
Ke 


(2) Ит Ln х=—%© 
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DEFINICIÓN.- La función cuya base es 10, se llama función logaritmo decimal ó 


vulgar y se denota por: 





a) Definición.- Al número e definiremos como el limite de la expresión (1 Мы. 
п 


cuando no, es decir: 





donde: e = 2.718281828459045.... 


OBSERVACION 


= l : j ; 
(1) La función (1+ —)" tiende al número e, cuando x —эоо, es decir: 
x 
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Para el cálculo de los limites de la forma lim( f (x))*? se consideran los siguientes 
Xu 


casos: 


ler. Si existen los limites Jim f(x)=A y lim р(х) = В y son finitos, entonces: 
x>4 


х-эа 


lim (f(x) = (lim f(x) = 4? 


2do. Si lim f(x) = Ax1y lim р(х) = +оо , entonces lim ( f(x) *? es inmediato. 


xa 


Jer. Si lim f(x) = A-1y lim g(x) = +оо (1" indeterminado) 


Xu 


En estos casos, estos limites se calculan de la siguiente forma. 


A la función f(x) expresamos así: f(x) = 1 + ф (x) donde lim ф(х) = 0 


Luego se hace la sustitución y se aplica la definición del nümero e. 





OBSERVACION.- En el cálculo de los límites de funciones logarítmicas se aplica 


la propiedad siguiente: 
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-4 v — 
Jim [2— ] 
xov x+] 
Solución 
ast _ -5%х-2) 
-4 Х- -5 T 2) lim 
їт(2-1 2 = Eme p = = limi» h Ж Ї» x+1 =e x+ ий” 
xx Х-1| Y X+ 
> 23] 
шин 3 X 
lim[ ] 4 
xr x^ +4x 
Solución 
| 3 
2 Н omm 
4 2 
TUE MUN ea LIC 
con y e A 140 
x 


Ahora hacemos la transformación indicada en el criterio establecido. 








? Ч - | y*-] E l 3-4х 
^W S = — )X 
lim| A. ] P m lim [1 + ш ] Y — limi iy FA -4 x 2, x x? «4x 


кэ л... хэю y? +45 ия 








2 
=ехр{ lim C RGT = er 
Y =» x(x š 4x) 


lim (Ax 41-43 +1? 


k. . 


Solución 


3 -1 
lim (х/х "т> уи = lim Ix —4x41 гуу 33 Jj [| К tH Ух 
xv X—y +. ] wal 4x — Ух +1 ] 


4: "c 
y beef Jr _ orm г = 071/2 





= lim [( + 


p === 
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Solución 
222 lí zx 
ИР [1+х = E dn (25) ua >Ш» REE 
х-»+0 Х l-x x0 2 2 x t [(1 +(—х)) & 1 1) 
o д e? = Ln e=1 . lim — Eh Пах _ 
2 e" 2 х-э0 Y 1-Х 
1 
O lim (EEPL ESEP us 

«0 sena – ѕеп Зх 

Solución 


sena+sen3x ѕепа +0 
Сото im ————___— = ———— zl 


х-э0 sena –ѕеп 3х sena-0 


Entonces transformamos la función mediante el criterio establecido. 





АХ... 
. Sena+sen3x 23737 2 sen 3x 
Jim(————P 503% = im (14. seni 
x0 sena – ѕеп 3x x>0 sen а – sen 3x 
sen a -sen 3x 2 "m EA саар i 
2 sen Зх Ro EN хо Sena-sen 3x 





а limi (1 + ) 2sen 3х ]sen a-sendx — e =e 
x>0 sen а —sen3x 


(6) lim (cos x + a sen bx) * 


ro 
Solución 
Como lim( cosx+asenbx)=1+0=1 entonces transformamos la función mediante el 
criterio establecido 
lx 


lim(cos x + a sen bx) ` = lim(1+ (cos x + а sen bx 1) 
x0 


x-»() 


і cos x-asen x-] 
lim|(1 + (cos x + a sen bx —1)) со x*«sen bx-1 ] ' 
x0 
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. cos x«asen bx-1 : зеп бх l-cosx 
#m—— ¿im (ab—— — 4-0 ab 
== e x = er bx x =e = е 
e? - 
lim 
x30 YX 
Solución 


Sea a=e* -1— e* =1+a tomando logaritmo 
> Lne? =Ln(l+a)=>xLne=Ln1+a) => x-Ln(l*a) 


Cuando х 50; a—0 entonces: 








| = „ре дь. | 1 1 | 
lim = lim Ln(l+a) = lim — SSNGEWE L— = – =| 
x x а 0 a0 Ln(l +a)! ” Їпе 1 
X 
-] 
lim i 
x0 X 


Solución 


Sea a=7*-1>7* =1+a > Ln?” = Ln(l +a) >x=—Ln(l+a) 
h 


Cuando x>0; a->0 entonces: 








lin E di —— 9. rn Т. eri]. Lo 
Ln? 

lim 2-8 

с-»0 Х 


Solución 


En este limite se debe de aplicar el criterio del ejemplo (8) es decir la forma del limite del 
ejemplo anterior. 


=> m X ал 20 | p” X >) x =i X Е 7 
lim : = lim U -Wany = lim Г — lim Сан -1н7-115:1нл- 
х0) X x0 X x30 x x0 Xx 5 
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А 05.7% 
lim ———— 
x20 8* —6* 
Solución 


Ahora debemos de expresar en la forma del ejemplo anterior, dividiendo entre x 
































9* — 7” 9*-1 7*-1 ~ 

* gX Rs "m мэр 

хэ0 QX — 6* x0 RE —6" x0 87 | 6" m inS - In6 in Á 
X х Y 3 
sen 3x —sen x 
y A PA 
x20  Ln(l-4 x) 
Solución 
sen 3x —sen x i ѕеп Зх senx 

sen 3x — > " - 
im En 3x senx _ y; X a 3x A 430) | 3 P 
x20  Lnü-4x) x0 o f x90. Ln(l4x) Lne l 

x 

ax _ fx 
lim E 
x0 X 

Solución 

а Bup a 
lim = lim (Š 12 ) 2Lne* —Lne? -aLne- BLne-a- В 
x0 x x0 X Xx 





Hallar los siguientes límites: 


3 
lim (2 Сохиби Rpta. e 


х-э=› x^ +4 


ae 
Im PE Rpta. e 


тэн x“ -—4x+2 


yaj 
Жош. ° 
хо. 3x+2 
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© @ @ 


@ 


@ 


] 
lim (COS x + Sen x)* 


v 0 


€ Ln(a + x) - па 


x uU X 


lim x(In(x + a) - Inx) 


r-T 





> 


x0 x° —3x +2 


2 1 x-1 

: Am 1-94 ээ 

lim( - )'*! 
>. y^ 4] 





? 
x? +] 


y 





lim ( 
Х-Э00 y? - 2 


lim 4l -2x 
x0 


Пт (o 


x x—d 








lim(1 — sen 3)? 


x (0 


lim(e* + х)" 
( 


x> 


| 
lim (x + e^) 


г-э) 


lim с 
r” (x+a+b) 


x+a+b 


(xta) 7“ (х+Ь)**” 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. e 
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a |— 


N | tus 


-(a+b) 
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1 
him (A) | + sen “Зх ума “Зх 


l 
4 xsen— 
lim 1 ù 3х 
“шиш 
4х 
 [n(x +h)—Inx 
е AAA h 
Гүр; h 
l+ tex — 
din 
кэ0 1-1 х 
1-1 амны 
lim( T gx je 
x20 ] - sen x 
— — Ы 
lim(2 — cos x)” 
3. 
lim (cos x) x 
m 
lim (cos [295 
x | X 
tgx CIEN 


. le +х) 
imi —— 


x20 (] + sen x)" 


Xx 


lim (sen x)** 
id 


o — 
3 


= 


1 
А cosx 5 
ит ( ? 
«0 COS2x 





1 Р! = 
іт(1+х7) 27 
x -»() 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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1 
lim(1 + tg dx)? 


l 
lim(cos х) 5% * 
x0 





. In(cos x) 
lim TUE CY. 
x —U b A 


sen y 
sen X 





lim ( ) xX-sen x 
x0 X 


In(cos ax) 
x0 In(cos bx) 


tim PEE) 


XY——tY X 


lim Inl e") 


x—+u X 


lim чий. 


r0 


ах _„Вх 


lim —————-— 
x-20 sen ax — sen fx 


sen 2х 
im 
x0 1n(1 + x) 





l 
lim (sen 2” cos—)* 
X 


xo Ж 


- dii 
lim 
h>0 h“ 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta 
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X 


ni$ 


2 


? 
. a*Ln `a 


Limites y Continuidad 


© © @ © @ @ @ © 0 © 
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@ 


x-a 
xa Lnx — Lna 

















„ eS 
lim 
x0 р?" 1 
а! ын b 
lim а> 0 
уэ) "p 
” 4 || -ах 
lim —1n3! 
x0 ах l- ax 
S' A 
lim — 
гаг! > — x 
x'- 
lim 
x1 xinx 
] 
"E A 
lim(—)* 2 
x2 2 


In(cosx) 
m — — —-—- 
x20 ]n(l +x”) 


.. sen? 3x 
Пт — — — 
x20 In" (I+ 2x) 


lim EX 
г +0 l + sen X 


үнэ: 


a а. 
lim (cos — + n.sen —) ` 
X x 


XA cx 


ax 
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Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


е | ° 


b 
a Lna 
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lim Ln(nx + UE n^x? ) 


Rpta. n 
"7 (х + К х2 


6) im arar ер, вра. © 
0 1+ sen x.cos f) x 2 





m m 2 
шт х Ма = СИК. у 34] Крга. Ma о 


л эй [x -va 2 
34? 
; ИГ 
^ч \ x “Ra: ко 
(57) mi ат ONE T C 
с >Ü) 3 хәб 6* — 5? 
1 In(1 - x -x?) « Inl x 4 x?) : 
a itm iren 
3 





a) DEFINICIÓN.- Consideremos una recta L y un punto A que se desplaza a lo 
largo de la curva C: y = f(x), cuando la distancia entre la recta L 
y el punto A de la curva tiende a cero, cuando el punto A tiende al infinito, entonces 

a la recta L se denomina asíntota de la curva, es decir: 
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b) DEFINICIÓN.- La recta x = a es una asintota vertical de la curva C: y = f(x) si se 
cumple una de las relaciones siguientes: 


i) lim f(x) = Xo ii) lim f (x) = +> id) lim f(x) = t» 


t-og A эш 


Ilustración Gráfica 





Y | 
| 
L i $ 
0 a X 
lim f(x) = + lim f(x) =— 
Y 





/ 





x=a 

— 0 
lim [(x)— +> lim f(x) = —% 
Y J | Y 
se ix=a 

——— 

г У 
lim f (x) = +90 lim f(x) = — 


X d уа 
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c) DEFINICIÓN.- La recta y = k es una asintota horizontal de la curva y = f(x) si se 
cumple una de las siguientes relaciones: 


i) Ит f(x) =k i) lim f(x)=k ii) lim f(x)-k 


' ... 





d) Definición.- La recta y =a x + b es una asintota oblicua de la curva C: у= f(x) si 
se cumple que: 


lim | f(x) -(ax+b)] =Ü Ó lim | f(x)-(ax+b)]=0 





OBSERVACION.- La forma práctica de encontrar las asintotas oblicuas (horizontales) 
de una curva y = f(x) es de la manera siguiente: 
f (x) 


Si existen los limites /ni =k , lim[f(x)—k]= Б 
X x—tu. 


X jy+ 





La recta у= x + bes una asintota oblicua (а la derecha cuando х —- y a la izquierda 


cuando x>-) y es una asintota horizontal cuando k=0. 
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Ejemplo.- Hallar las asintotas de la función: 


y(x-3) 2 x? +9 
Solución 


2 
X 


y(x-3)- х +9 > y= d , como el denominador se anula para x = 3 entonces: 





Х-- 


9 | | 
= too entonces x=3 es una asintota vertical 





? 


- 


I | аваг pd «p 
Ahora calculamos las asintotas horizontales si existe у = К donde k = lim = +90 
pe — 





Por lo tanto no existen asintotas horizontales. 


Calculando las asíntotas oblicuas: y =mx + b donde: 


2 
| х°+Ь 
m= es lim =Т= mel 
х= y х-э›+ш? x—3x 





: 3x49 
b= lim (y-mx)= lim (5 WE lim as =3 —b= 3 


Xx х-э+= Х- row Х- 








Luego la asintota oblicua es la recta: y = х + 3 


a KaD 


122 ——Y[— 


Vx? -4 





Solución 


. "WM Le 
Observamos que el denominador se anula para x = + 2 y además lim — +00 
х-э12 
х” -4 


entonces se tiene que x = + 2 Son las asíntotas verticales. 


2 
À | . X +3 
Ahora veremos las asintotas horizontales: у = К donde k = lim ——= = t» 


mea" PAN! 


Por lo tanto no tiene asintotas horizontales. 
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Calculando las asintotas oblicuas y = mx + b, donde: 








| 2 
k= lim Ë= lim E SES ei 
K—* x X K-— tu xx? 4 
b= lim (у-тх) = lim +00901 
I Х-» tL x—4* 


Luego las asintotas oblicuas son y = x , y = -x 


? 
x^ +1 
y=— ey 
x-1 


Solución 





2 
Se observa que el denominador se anula para x = 1 y además lim 2 а +4 х 2, 
х-1 x— 


entonces la asintota vertical es x = 1 





2 
Calculando la asintota horizontal y = К, donde: k = lim 5 E Ax = оо 
xo Х- 


Por lo tanto no tiene asíntota horizontal. 


Calculando las asintotas oblicuas y = mx + b donde: 


2 3 

| 1 . x +I Mx 

m= lim Z = lim —+—=] 
Xu ү х-эх y* ү X 





! ха - | ‚ ! 
b = lim (y— mx) = lim ( m —X)-2o, Luego, no existe asintota oblicua. 
x» x Х- 
k. a` (a — x) 
= жр ET 
a^ + x° 


Solución 


Cálculo de las asintotas verticales, como el denominador no se anula para ningún valor 
real de x entonces no tiene asintota vertical. 
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a` (a-x) _ 


Cálculo de la asintota horizontal: у = k donde: k = lim 0 


xm q? 4 q? 
Por lo tanto la asintota horizontal es y = 0. 


Cálculo de las asintotas oblicuas: y = mx + b donde: 


ч 
í iua (a-x 
m = lim > = lim ЕВ Са es 
xs x NL aq X+x 
a (a—x) 


b = lim (y —mx) = lim : 


т--0-0, Luego у= 0 es la asintota horizontal, 
X> XU a" +x 


(Ə „=  -5x-3 


x—] 
Solución 


. : г Ж —5x=3 
Como el denominador se anula para x = 1 y además: lim PO = o0 , entonces la 
х-э] X— 


asintota vertical es calculando la asintota horizontal: у = k, donde: 


7 


. 2x^-5x-3 Í L ' 
k = lim С ЫЫ = 0, Por lo tanto no se tiene asintota horizontal. 


xv X— 


Calculando las asintotas oblicuas: y = mx + b donde: 


m= lim È= lim 2223 =2 
xn vr 2 х yr X -Х 
Ma 2.4 234.1952 за. 
b= lim( y —mx) = 212“) = ga cm 15 AUTE = lim 3X3 —-3 
Хә x= Х-1 X>% Е] x» Х-1 


Por lo tanto la asintota oblicua es: у = 2х — 3 


(6) y!(x-2a)2 х? = 


Solución 
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3 


3 
x —a 
y U(x-2a)=x* р? A а 
Y х-– 2а 


Se observa que el denominador se anula para х = 2а 


oa 3 


— IX —a . I 
Además lim +, "Бэргэн = +оо, por lo tanto x = 2a es la asintota vertical. 
х-э24 х-2а 


Calculando la asintota horizontal: y= k donde: 


| P me 
k = lim + Ч тн. = +оо, por lo tanto no se tiene asintota horizontal. 
Xy ү xXx- La 


Calculando las asintotas oblicuas y = mx + b, donde: 


mU os 


m= lim ы lim +——— — — +] 
Es X rtv xx -2a 


1.3 1 
b= lim (y-mx)- lim + + x) = +a 


rs Х-» too Y х-42а 


por lo tanto у= + (х + a) son las asintotas oblicuas 





Hallar las asintotas de las siguientes funciones: 


yx -3)?? = x? +9 Ыра. x -3,y-] 
x! (x * v) za? (x - y) Rpta. y = -x 
xy? -3y* - 4x -8 Rpta. х= 3, у= -2,у= 2 


1 
y - x° +X —x Rpta. y= > 


xy? + yx? =а` Rpta. х = 0, у= 0, у = -х 
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(S 














x 
д 


х? +3 
4x? +1 





у= 





х +2x-—1 
x 





16x? +4x-6 
f (x) =, — 
ү 9х2-6х-8 


9x? —6x-8 
=, == 
л |16х2 +4x-6 


x! 121? +2x3 28x32 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. x = 1, x = 2, 


@ 


15 


@ 


19 


@ @ 
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x=a 
x-ta,y-xta42 


x-l,x--ly-2rtx 


x = +3, y = x+4, y = -x-4 


x =+2,x = -4, у= 0 


y=-x,y=x 

х= (), y=x+2 
Ea E y 

y 3" y > 


x-5 
x? —7x+10 


f(x) = 


2 == 
уду + 5х – 8 
х +3 


ET E E 
f(x) = x 


х? * 2x —24 


20-4 x—x? 
x) =.|—————— 
ДР po 
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21+4х-х? ПЕР ЕС: 6.2... 
(x) ps 23 (x) =. x — x? —9x2 +9x 
f x^ 47x-8 G3 f 
sr de ax auae 7 (5) S=? 51? -25x +125 
pa (7) 1, ya 
fa) Ti ben M 
—6x? — 4x +24 





a) CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO.- 


Consideremos una función real de variable real Ё К-К, diremos que la función f es 
continua en el punto x = xo, Si y solo si, se cumple las tres condiciones siguientes: 





OBSERVACION.- Cuando una de las tres condiciones ó más no se cumple, se dice 
que la función f es discontinua en el punto x = xq. 


b) PROPIEDADES SOBRE CONTINUIDAD.- 
(1) Consideremos dos funciones f y g continua en x Хү, entonces: 
a) f+ ges continua en el punto x= xo 
b) k fes continua en el punto х= ху, Кє К 


c) fges continua en el punto x= xo 
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(2) La función polinomial definida por: 
fG)sa,x" +а, ¡x"*+..+4,x+4p, a, £0, donde n es entero 


positivo y а; €R, i7 0,l,...,n es continua. 


(3) La función racional f o. es continua en todos los puntos x= xo 
x 


donde A(x) = 0 
(4) Si lim g(x)=b y si fes continua en b entonces: 
X Xo 
lim f(gG) = f (b) = f (lim 809) 


(5) Si g es continua en xp y f es continua en р(х), entonces la función 


compuesta f o g es continua en x= xp. 





a) DISCONTINUIDAD EVITABLE O REMOVIBLE.- 


Diremos que la función real de variable real Ё RR tiene una discontinuidad 


evitable ó removible en un punto x= x, sí: 


i) Existe el número lim f(x) 


Lg 
ii) хер, o ben xp e Dy, se tiene que: lim f(x) = f(xo), en este caso 
' | X— Xo 


definimos la función 
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b) DISCONTINUIDAD NO EVITABLE О IRREMOVIBLE.- 


1ro. Discontinuidad de primera especie.- ^ Diremos que la función f(x) tiene 
una discontinuidad de primera especie si existe los límites 


laterales lim f(x) y lim f(x), finitos y diferentes. 


X— xo х-л, 


240. Discontinuidad de Segunda Especie.- Рігетоѕ que la función f(x) tiene 
una discontinuidad de segunda especie en el punto xy, si no existe lim f(x), 


X—Xg 


O si uno de los límites laterales es + oo. 


EJEMPLOS DE APLICACIÓN 


Determinar los valores de x para los cuales la función f es discontinua y construir la 
gráfica. 


(1) A ) 2x -1 ‚ XX 2 
Жу = 
des 152 
Solución 
Analizaremos la discontinuidad en el punto x = 2 


i) 2) =3 existe 
ii) 3 lim f(x) e шп Jf @):= lim, f(x) 


lim f(x)= lim 2x-1=4-1=3 
х-э2 х-»27 





lim f(x)= lim 2x-1=4-1=3 
x>2* x—2* 


como m Р(х) = Ld Р(х) =3 > 3 lim f(x) 233 
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iii) lim f(x)= f(2)=3 , por lo tanto la función f(x) es continua en todo x. 


-81 


х“ 
х? -9 





(х) = 


Solución 


x^-81 (х? +9)(x +3)(x —3) 
x*-9 (x+3)Xx—3) | 





Primeramente simplificamos: f(x) = =x?+9,x%-3,3 


La función f(x) tienen puntos de discontinuidad evitable en los puntos x = -3, x = 3 


Ahora definiremos a la función de tal manera que sea continua en todo x. 


lim x° +9 = lim x° «9-18 


х-э3 


Jf (x) = | Р” EA . Por lo tanto F(x) es continua V x. 


18 para x=-3,3 
3 2 
x -2x^ —11x+12 
f(x) =——əƏ"Á əy ... 
x? —5x 44 


Solución 


Primeramente simplificamos: 


x*-2x!-11e 6 _ (x —4)(x —1)(x +3) 


f(x) = : 
x -5x+4 (x —4)(x —1) 


-Х43,х51,4 


Luego la función f(x) tiene puntos de discontinuidad evitable en los puntos х = 1, x = 4. 


Ahora definiremos la función de tal manera que se continua en todo x. 
lim f(x) = limx+3=14+3 =4 y lim f(x) = lim х+3 4+3=7 
x х ә Xx x 


x+3 рага x z1,4 





F(x)z4 4 para х-1 . Porlotanto F(x) es continua Vx. 


| @ рага х=4 
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430 
2x+3 si xsl 
(4) f(x) *48-3x si 1<x<3 
x3 si x23 
Solución 
Los posibles puntos de discontinuidad son 1,3 analizando la discontinuidad en x= 1 y x=3 
i) 61) = 5, 63) = 6 existen 
11) 3 lim f (x),3 lim f (x) 
lim f(x) = lim 2х+3=2+3 = 5 
rl xo] 
s. 3 lim у(х) = 5 
lim f(x) lim 8-3x -8-3-5 
х“ х1 
lim f(x) = lim 8-3x=8-9=-1 
r>3 x3 
Como lim f(x)* lim f(x) = 8 lim f(x) 
oy x3 x 
lim f(x)- lim x+3=3+3=6 
x-3* x—3* 
Por lo tanto la función tiene una discontinuidad de primera especie en x73. 
3 I 
_ x -2158(-1) „Si =S<x<0 A X#-—3 
x!43x? +3х -9t 1] 
2 
x° – 9 
(5) f(x) =: 27901 si 0Sx<5 A Xx#3 
= si x=-3 
4 
Ы si х= 3 
2 
Solución 


Los puntos donde posiblemente sean discontinuos son: x=-3,x=0,x=3 
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Ahora los puntos х = -3, х = 0, х = 3 


Рага -5«x «0, [1 =-1 


1 151 


sig(x —]) = | 0 ,x=1 ; entonces la función f(x) queda simplificado en la forma: 
-1,Хх«-1 


4727 
х? +3х? +3х+9 
x? -9 
f(x) =: х? -2x-3 


si —5<x<0 A xz —3 


si 0<х<5лх +3 


si х= —3 


Si х= 3 


міч | 


рагах = -3 entonces f(-3)= 9/4 está definida. 


$ 
E lim. f(x) = lim эк 0 


E - aims Luego f(x) es continua en x = -3 
x3 X) +342 +3х+9 4 


Parax=0 entonces f(0)= 3 está definida 

3 lim f(x)«» lim f(x)= lim f(x)=3, Luego f(x) es continua en x = 0 
х х-э0 х-э0 

Parax=3 entonces f(3)= 3/2 está definida 


x^- 
3 lim f cyst — ааа 
хэ3 х2 25-3 2 


Ме 
(42 —-/соз x ТЭМ x9 
1/8 six=0 


olución 


Luego f(x) es continua en x = 3 





(6) f(x) = 
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El punto donde la función puede ser discontinua es x = 0 es decir: 


) /(0) = _ ‚ la función está definida 


ii) 3lim f(x) = lim( 2 — cos x y" = lim(2 — cos x ?* 
Xx x Юк-20 


1 1-4 cos x » 1-4 cos x 
— CR im 2 ' 
= lim([1+(1—-/cosx] 040%) 2° шесе 27 = els 
x0 








iii) lim f (x) = f (0) , por lo tanto la función f(x) es discontinua en x = 0. 


l 
Р sen— sixx*0 

O f(x) =. x 
0 si x= 


Solución 


Analizaremos la continuidad en x =0 

і) 9 f(0) = 01а función está definida en x = 0 
li) d lim f (x) = lim х sen 1/x=0 

iii) lim f(x)» f(0020 

Por lo tanto f(x) es continua en todo x. 


NOTA: Ит xsenl/x = lim —2=0 puesto que: -l < $еп2 < 1 
x zo 7 


1/25 c 1/z tomando limite lim—1/ z < lim =$ lim 1/ z 
E e) 1-э 2 1-9: 
0< lim "2 <0 5 lim S22 0 








zw (7 I—x< > 
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H (x) = sen( 





1 

3x” -2 
2 

X 


) 
4 





Sea f(x) = senx, g(x) = м 


X 


Solución 


бга 


en todo g(x), para х є К, luego: 


1 
H(x)= f(g(x)) = sen x 
" 


+ 


-2 
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, de donde g(x) es continua V x e R, y fes continua 


E ) es la función compuesta y es continua Vx e R. 


Determinar los valores de x para los cuales la función es discontinua y construir la 





gráfica: 
3 
fe» |: АРТ 
x-i 
I+x ,xSs-—2 
f(x)2542-x ,-2<x<2 
2x-1.,x>2 
sen 
al 
f(X)724 x 
lo. x=0 
Гб) = 9 * 
p xcu 


3 20 
ЯВ 3x us 6x41 


X —X 





a 
3x+|x| 


f (x) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Cont. en todo x z 1 


Discont. En x = -2, x = 2. 


Discont, en x = 0 


Discont. En x = 0 


Discont. En x=0, x=1 


Discont. x=0 
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3 2 
E =й AD, a 
Sx) =- Ead х Rpta. Discont. en x=1 
| 4. xum] 


х"-2,х50 








105) = с̧епх Rpta. Cont. En todo R 
2 - o» 
X 
[3x? -7x+2 өм 
f(x)= ха? ° m Rpta. Discont. En x=0, x=2 
| A six=0 
Іх- 1х1, 51 х1| es par 
a= х ийе) 
Ix [Dx |, si [1x d] es impar 
2 _ = 
Pr $P x ssp 
f(x) = са Rpta. Discont. en + 2 
— slum 
4 
ba. 
fx) = х dai Rpta. Discont. en x=3 
| E 
A e is 
Гбх) -1:241х141х1 
| 2Х-5 , six>2 


Rpta. Es continua en x = 2, discontinua en = 0, х = 1 


[x] 
[х= 
Sig(| x? - 1-р). x «-1 








x»-l,xzl 


f(x) =: Rpta. Es Discont. En x = DÍ 


Limites y Continuidad 


© 


f(x)= 


f(x) = тт 


(х) =: 


3 


P 
з 


Š — x 
Mx — 2 ` 





| 3-2x.x2 8 


FO) = 


Хх) =: 


J (x) = 


f (x) = | 






a, *J 
ох ——), 
gl 2 


х! 


ә ` 
x° —9 





x<8 


х” +8 | 
si x z —2 
x+ 


-zive — 2x +], 


sig(x? — 4x) - 1, 
Jx? +7 +432 -19-6 
х-3 | 


dl 
— 27 


ix —4 
M16 — x 5x - 4 | 





sen x — sen а 





x — 
COS d 


COS MX — COS HX 
БЭ DD 


2 
x 


2 2 
m —H 


2 





3 + COS 
al 


л? 
2 * 


* 


1 


ша À 


X= qa 


SX =A 


six=-2enx=-—l 


x&-l 


|x |< 


xad 


] 


x < —3 


—3«xs3 


3<х<4 


х> 4 
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Rpta. Discont. en х = -2 


Rpta. Discont. еп х = 8 


Rpta. Discont. en x = -1 


Rpta. discont. en x=-3,x=3 


Rpta. Cont.enx=a 


Rpta. Discont. en x = 0 


Rpta. Cont. V x 
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Determinar el valor de A para que la función f sea continua. 


2 


102—4 ix z2 
(=> х-2 39 Rpta. A=4 
Р six=2 


2 
foy - 1 4 six<d Rpta. a=} 


|-6x+l6 si x24 


= J Ax 51х52 


3 

f(x Rpta. 4-— 

3 six>2 E 4 
Determinar À y B de modo que la función f dada sea continua en todo su dominio. 


х-2А si x < —2 


mc si-2sxsl Rpta. Ann BT 
lex -25 si x »] 
-2senx , T TUN i^ 
2 
f(x) »;Asenx4 В , PE cote Rpta. A = -1, В=1 
Л 
COS X пх 2-— 
2 
Ж » six<-—2 | З 
Ї(х)-134х-8 , si -2&x«l Rpta. АЕ =. ES 
l6x-28 pss x21 
[sent] хє<-л,)> 
P ud 
f(x) = | Ax + B. x e[0.z > Rpta. A-0 , B=-] 


| 


cosx, хє[л.2л> 





Limites y Continuidad 

















3 2 «нь. 
86 ses р ва 
2x^ -43х-9 2 
(5) f(x)= Á s х =3 
x B 51 cmd 
2 
—2senx , ¿q 
2 
| Л Л 
x)=¡A+Bsenx, -—«x«— 
(6) 1 (x) > > 
л 
l-senx , x2— 
2 
22/528 (аа 
—— si Х«8 
AG/x – 2) 
(7) f(x)= AB si x=8 
? 
— si x>8 
12x - 7| B 


B[|3x +4]] . xe[12» 
3x A -2x , хє<23> 
18 ‚ Ж! 





(8) f(x) = 





4x? 8 г? —24x +2 


Ё 


| 47-х-45-х7-4 
Á 








(9) f(x) 5 . ,x=-—] 


131-х-6х-48 
| B*(3/26=x -5x-8) 





A &X « -1 
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Rpta. А = 1, B--1 


Rpta. A- 1, B=-1 


Rpta. А-2.8--1 


Rpta. A=13, B=2 





243 ж B 


Rpta. 4= Aa 
13,500 204 
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IV 
(1) Analizar la continuidad de la función f еп el punto =>. siendo: 
= ! л 
— r o ƏƏM —,. x#— 
f(x)= ] —sen x 2 
3 . x= 
2 
3 X 
ezo —2<х<2 
(2) Analizar la continuidad de la función f dadopor: f(x)=+  1-x? ,х«-2 


х +1 e xë? 


ах? +bx+l, х<1 
2ax-b , 1<х<2. Hallar el valor de las constantes a y b 





(3) равала función f(x)=- 
х-1 ,x>2 





para que la función f sea continua en R. 


ах? -2, x«l 





(4) Para que valores de a y b la función: /(х)-41-032, 15х53 es continua en el 
ак x23 


intervalo «0,5» 


A . si xs-l 





до 
4 





" 1 
(5) Dada la función /(x) =: , $i |x|<1. Hallar los valores de A y B para que la 


B+x, si xzl 





función sea continua en x = + 1. 


2x *l, x $3 


ах? +b. 3<х<5 sea continua 





(6) Hallar los valores de a y b para que la función: f(x) = 





х? +2, х> 5 
en todo R. 
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9, 


5 x < —2 
x 





Halle los valores de A, B y C рага que la función: f(x) Ах? + Bx, -2<x<3 sea 


cx+6, x23 
continua en todo R. 
[5 -44-х Т 
Determinar si la función f dada рог: / (х) = t es continua en x = 0 
| _ ‚ х=0 
3 
Q 2(х—3) Р.” 
х-3 
Hallar los valores de a y b, para que la función: /f(x)-4 ax+b ,3«х«5 sea 
2 ХФ. 5 





continua en todo R. 


Ы|3х+41|], 1Sx<2 


3xJa -2x, 2 < х «3. Hallar los valores de a y b para que f sea 





Dada la función /(x)-: 








I8 ¿EZ 
continua en x = 2. 
igo x 4 ME << Y 
x+2 2 
Dada la función: f(x) = ^ах+р, -2<x<0 . Hallar los valores de a y b para que 


2 sen x+3 sen? x 
— x»0 





4 
x+2x 


| 5 
f sea continua en < 5 ОО» 


mem prb, 

Hallar los valores de a y b para que la función: /(x)243ax4*b, —2<х<1 sea 
3х-25, x21 

continua en todo R. 
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O En una circunferencia de radio 9, sea L, (4) y L,(d) las longitudes de dos cuerdas a las 


distancias d y 20 + d) del centro respectivamente, donde 0 < d < 9. Hallar no 


Representando gráficamente los datos se tiene: 


E -|8-1 —(9+dy? 


— 
1,4) 2 24810 «a 


L, 22481- d? 





: 
asilo dy 
1,04) _, 277749 


Їт ше 3: ---- 
4-9 L,(d) d9 2 81-а) 








"р З24-(9-4)7 416 (08-9-4)08:9-4) 1, (2744 1 Bs 42 
4-9 2 81-d? — "Wis (9 - d)(9 4 d) 24. 79 Y 9+d 2 V18 2 


(2) En la figura mostrada. 





gr” 


Calcular lim e 
0 AS 





Solución 
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Dibujo de la figura: 
QT = AT - AQ ...(1) 


En el AQAS: 40-48 cotgx ...(2) 





Enel А ОАТ: —AT=tgx ...(3) 
Ahora reemplazando (2). (3) en (1) se tiene: QT = tg x — AS.cotgx ...(4) 
Еп el А OPS: OS = secxA AS = OS -OA ѕе Пепе: AŠ = sec x -1 ...(5) 


reemplazando (5) en (4) se tiene: 


3/ 
tg” x—secx+1 sec? x — sec x sec x(sec x — 1) 
— Е n =s —————————— 8 





QT = ig x —(sec x —1)cotgx = ..(6) 
ig x tgx igx 
sec? x(sec x =y 
2 tg? x sec” x(sec x—1) sec x -1 
L = lim —— = lim Ë = im ——— lim ——— 
x20 AS | x0 sec x -1 x20 tg^ x xUisen^ # 
° ] —cos x ] — cos x 
= lim ——————— zs lim —— ыйы == 
x20 cosx.sen x *??cosx(l—cos* x) 
l=cos x | 1 1 l 


= lim ——— —[.— = lim —— — 
'-*0 cos x(l—cosxMXl+cosx) s-—0cosx(I+cosx) 1(1+1) 2 


(3) En la figura, C es una circunferencia unitaria 
cuyo centro es el origen de coordenadas, T 
es la recta tangente a C en el punto P y 
_ DE 
0 <х < л/2 , Hallar: lim == 
х ОА 


. 
3 


Solución 
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Por trigonometria: OE = cos ecx 


= 
"n 


En el A OPE: соѕес x == = OE 


Sl 


En la figura DE = OE— OD = соѕесх –1 


ОА = cos x 
, DE cosec x –1 | l—sen x 
L= lim — = lim —— — P= lim —————— 
хэл ОА ,,* cosx A Sen x COS x 
2 2 2 
а 
i (1—sen х)(1 +sen x) ; COS X 
= т —— = eium. E , 
„2 sen xcos x(l+senx) , ,*senxcosx(l-sen x) 
? 4 


COS Y 


0 
im —— = — = () 
.*senx(lo-senx) 2 


Xx 


Dado el sector circular de radio R y ángulo 
central x (como se muestra en la figura), se 
inscribe en el un triángulo equilátero de lado L, 
calcular: 


RL E 


3х-л 


ас: 
Solución 
Expresaremos a R como una función de x 
En la figura: R = ОС = OH + HC 


En el AOHB cotg ^ = ОН 9H = HB .cotg Ž 
2 HB 2 
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(1) 
(2) 
L = lim DE = 0 
х=й” ОА 
B 
0 C 

A 
...(1) 
...(2) 
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En el А BHC: med ...(3) 
L 
0 H H C 
Ahora reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene 
R = HB cotg ЖЭ” pero HB Zt entonces к=®сош®+ 31, 
L x 3 x 
E — cotg=+ L— L43 — (cotg — — 43) 
lim E 143 _ 2 2 2 = lim 2 
x dur wa 3x-7 d i 3A —n 
3 3 
cos – 4/3 sen z cos Š - c tg Z sen — 
== lim FEA 6 2 
к 
х-э-— (3x-m)sen— ий... Gx—1)sen= 
sen Č cos Š — cos — sen — sen(^. — 2) 
=> lim 2 x =5 tin о 2 š - 
v 3x-z)sen—.sen — pes eum m sen —.sen— 
з Ox уд 10 “6 аш 6.2 
L таг а LA 
i “ал 3х-л 
3 


Solucif 


Hallar el límite del angulo interno de un poligono regular de n lados sí n —x 


(9 
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La suma de los ángulos internos de un polígono regular de n lados es: Si = л (n-2) 


: “ог r 7 Xm. ҮІ 
Como nos piden el límite de un ángulo interno cuando п эхо, es decir í = — 
п 


|. mín—2 i: 
Osea (e entonces lim i = lim 


nN nov. H 


л(п-2) - 


Hallar el límite, cuando n—»^o, del perímetro de la línea quebrada М,,М,...М, , inscrita 


en la espiral logarítmica r=e ^ si los vértices de esta quebrada tienen, respectivamente, 
л nm 
los ángulos polares: P 70,9 = T «Qu =—— 
Solución 


Teniendo en cuenta la magnitud del ejercicio daremos algunas reflexiones iniciales. 


Ф 


i)  Enelespiral r=e *,res un radio vector, V valor de o. 


i) La quebrada inscrita en la espiral significa que a cada vértice le corresponde un 
vector. 


iii) Cada segmento de la quebrada está obviamente entre dos vértices consecutivos. 


iv) Cada segmento es el lado de un triángulo cuyos otros dos lados son los radios 
vectores correspondientes. 


Si C es el segmento de la línea quebrada que es el lado de un triángulo se aplica la 


fórmula. c? =a? +b? -2abcos0 
v) Acada vértice M, le corresponde un radio vector 
ах К 
r, «e "k donde ф, =—- ..(1) 


vi) El k-ésimo segmento de la línea quebrada 5, está comprendida entre los radios 


vectores ғ | y у . 105 cuales forman el k-ésimo ángulo (9, —Q4-,). 
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vii) Calculando el k-ésimo segmento S, : 


Гар SUE unos A 
= 4170, try —2r, ar, COS(@, —Q4-1) ...(2) 


Reemplazando (1) en (2) y simplificando exponentes: 








Si se e" aee ЫЛ ш cos— =le kz (e +1) = - |е, +1 ...(3) 
e 


Ал 


viii) Calculando el perimetro de la línea quebrada finita ММ, М... М, se tiene: 





5 naa 
ЭЭ 
Р, =P,(MoM M,..M,)= V S, =", | (d) 
k-l Ev 
EN en ] ] 
E Ys e "Сат XU 73975 MT TH LU 
Фан +1 1 1 | 
P, = ; 07 val tmm od 
a(l-r") 


Para la suma de una progresión geométrica es dado por: 5 = 


1-(—)" 
e” +l дер 2 Je" +1 +1 ,1- кезу e sp" к, 
л/2 L ] ан ez!2 Far m he? s 1 "Ч 
e 














іх) Calculando el perímetro de la línea llevando el límite рага n —»oo, se tiene: 


| л " J К] " Ч a= | 
P = lim P, = lim 0-е mi2) 231523 limu-e 7) = 2 (1-0) 
минь e? 1 


na: n— e"? /2 —] "эо Ёге 2” | 


p. Ne +1 +1 


л/2 id 





e 
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O Hallar el limite de las áreas de los cuadrados construidos sobre las ordenadas de la curva 


y =2! * como base, donde x = 1,2,3, .....n, con la condición de que n—oo 


Rpta. 4 
(2) Hallar el limite de la suma de las longitudes de las ordenadas de la curva у=е * cos zx 
trazadas en los puntos x = 0,1,2,.....n , sin —o Rpta. ed 
et 
G) Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de un triángulo rectángulo en n 


partes iguales, se han construido rectángulos inscritos (ver figura). Determinar el límite 
del área de la figura escalonada así construida, si n —oo 


E 


ab 
R ta. S = — 
A p 2 


2 


(4) Hallar el límite de los perímetros de los polígonos regulares de n lados inscritos en una 





a 


circunferencia de radio К y de los circunscritos a su alrededor, síi n2»»  Rpta. L=2Rx 


(5) El punto С, divide al segmento AB=L en dos partes iguales, el punto C, divide el 
segmento AC, en dos partes también iguales; el punto C, divide a su vez, el segmento 


С.С, en dos partes iguales; él C, hace lo propio con el segmento С,С,у asi 
sucesivamente. Determinar la posición límite del punto C, , cuando n> Rpta. 3 


(6) Consideremos un triángulo equilátero de lado a sus tres alturas sirven para engendrar un 


nuevo triángulo equilátero y así sucesivamente n veces. Hallar el limite de la suma de las 


áreas de todos los triangulos cuando n— Rpta. a? 43 
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O 


Un círculo de radio R lleva inscrito un cuadrado; éste, lleva inscrito un circulo el cual, a 
su vez, tiene inscrito un cuadrado y asi sucesivamente n veces. Hallar el límite de la suma 
de las áreas de todos los circulos y el de la suma de las áreas de todos los circulos y el de 


la suma de las áreas de todos los cuadrados cuando n—»o. Врќа. 2лК? 
El segmento AB cuya longitud es а, está dividido en partes iguales por n puntos, desde 


los cuales se han trazado rayos en ángulos s (ver figura). Hallar el límite de la longitud 
n 


de dicha línea quebrada cuando n crece infinitamente. Rpta. a 


AAA 8 
a 


— 


El segmento AB cuya longitud es a está dividido en n partes iguales. Los pequeños 
segmentos resultantes sirven de cuerdas subtienden arcos de circunferencia, cada uno de 


. л е "m ° 

los cuales es igual a — radian (ver figura). Hallar el limite de la longitud de la línea 
n 

resultante cuando п-эсо ¿Cómo cambiaría el resultado si las cuerdas subtendiesen una 


ya | ла 
semicircunferencia? Rpta. a, > 


En los puntos extremos y medios del arco AB de una circunferencia se han trazado las 
tangentes y los puntos A y B se han unido por una cuerda. Demostrar que la razón de las 
áreas de dos triángulos resultantes tienden a 4, disminuyendo infinitamente el arco AB. 


Sea C, un circulo de radio 7 y 7; el triángulo equilátero inscrito en Су; С, el circulo 
inscrito en 7, y T, el triángulo inscrito en C, y asi sucesivamente se construye 7,, el 


triángulo equilátero inscrito en C, 


Si A, es la suma de las áreas de los triángulos : 7;,,75,...7, y B, es la suma de las 


áreas de los circulos C; С, ,..C, . Hallar lim An y lim Bn. 


n> w 


La gráfica de f(x) -44-x? es una semicircunferencia de radio 2 con centro en el 


origen. Sea О un punto fijo de la semicircunferencia con Q + (+2,0). 
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Sea p un punto que se mueve hacia Q a lo largo de la curva. La secante que pase por P y 
Q interceptada a la recta vertical x = 4 en el punto E. 


Hallar la posición límite del punto E cuando P se aproxima a Q. 

Demostrar que esta posición límite está en la tangente a la semicircunferencia en Q. 

Una caja cerrada con base cuadrada va ha tener un volumen de 2000 pulg”. El material 
para las partes superior e inferior de la caja costara $ 3 por pulgada cuadrada y el material 
por los lados costara $ 1.50 por pulgada cuadrada y el material para los lados costara $ 


1.50 por pulgada cuadrada. Sea x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y 
C(x) dolares el costo total del material. 


a) Escribir una ecuación que defina C(x) y establezca el dominio de la función C. 
b) Calcular él lim C(x) y lim C(x) y explicar estos resultados en términos del 
x—0* X400 
problema. 


c)  Trazar la gráfica de C. 
Un campo rectangular que tiene una rea de 2,700 т? va a ser limitado por una cerca, 
además, otra cerca dividirá el terreno por la mitad. El costo de la cerca que dividirá el 


terreno es $ 4 por metro y el costo de los lados es de $ 6 por metro. Sea x metros de 
longitud de la cerca divisora y C(x), el costo de la cerca. 


a) Escriba la ecuación que definida C(x) y establezca el dominio de la función C. 

b) Encuentre hm C(x) y lm C(x) y explique sus resultados en termino del 
problema. -" | 

c)  Trazar la gráfica de C. 


Un tanque abierto de forma rectangular tendrá una base cuadrada y su capacidad será de 
125 metros cübicos. El costo por metro cuadrado para el fondo será de $ 8 y para los 
lados será de $ 4. Sea x m la longitud de un lado de la base cuadrada y C(x), el costo del 
material. 


a)  Establezca una ecuación que defina C(x) y determine el dominio de C. 


b) Halle lim C(x) y lim C(x) yexplique sus resultados en términos del problema. 
XT 


x—Ü* 


c) Trace la gráfica de C. 
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En este capitulo realizaremos el estudio de la derivada de una función, que es un 
instrumento matemático muy potente, que sirve para el estudio del cálculo diferencial e 
integral. 


Las derivadas aparecieron aunque de una forma un tanto obscuras en el siglo XVIII, como 
consecuencia del estudio de las velocidades, hechos por el matemático y físico inglés 
NEWTON y el estudio sobre tangentes de curvas hecho por el matemático y filósofo 
alemán LEIBNIZ. 


En este capítulo haremos el estudio de las derivadas en las diversas funciones, de tal 
manera que el siguiente capítulo trataremos sus aplicaciones. 





Consideremos la función real de variable real y = f(x), si xe D, entonces la derivada de 


la función f con respecto a x definiremos por la expresión: 





siempre que dicho límite exista. 


El proceso de encontrar la derivada se llama “diferenciación”. 


Ejemplo.- Si /(x)= ‚ encontrar la derivada f (x) 


| 
4х 
Solución 
f(x + Ax) - f(x) 


Por definición de derivada se tiene: 51 x e D +, f'(x)= lim 
: Ax—0 Ax 
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l l 
Áx+ Ax ух TE Jx - Ax Ах =й 1 — 
Ах 





1 
1 = lim = = —— = [nm ——-.- n. 
эд Ах-э0 lx fx + АхАх A х/х Ax (dx + lx + Ax) 2x4x 
Ejemplo.- Si f(x) = x! , calcular FU 
Solución 


fo Ах) fo) _ ,, (Ах) х 








2 34 2 
f'(x)= lim li - lm х_+2хАх+Ах - x 
Ах—›0 Ах Ах-э0 Ах Ах-э0 Ах 
» 24 : 
= lim a e NR O Di ^ f(x)22x 
Ax0 Ax Ax— 
Ejemplo.- Si f(x) “сох, calcular f'(x) 
Solución 
х) lim /(х + Ах) f (a) _ тА соѕ(х + Ax) — cos x 
Ax>0 Ax Ах-э0 Ах 
COS x. cos Ах -sen x.sen Ах —cos x | sen Ax (1 —cos Ax) 
= Jim ——————————————————— = lim [—sen x. х) 
Ах-»0 Ах Ax(Q 
= —sen x Пт SN —cosx lim E -Senx.(1) — cosx.(0)=-senx — 0= -senx 
Ах-0 Ах Ax>0 Ax 


Р(х) =—sen x 


Ejemplo.- Si /(x)-e', calcular f'(x) 





Solución 
' ий х+Ах Ж. X Ax _ 4X Ах _ 
Ах-э Ах Ax>0 Ax Ах-э0 Ах Ax 20 


EN" I 

х . вэ” í : x 

=e", lim =e*.Ine = e" of (ўі e 
Ar>0 Ах 
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OBSERVACIÓN: 


Si la derivada de una función f(x) se desea calcular en un punto х = xo, simplemente se 


reemplaza x por xo en la definición es decir: 





Ejempio.- Calcular f'(-1) si f(x)=8-2x" 
Solución 


Por definición se tiene: f'(—1) = lim 


h 
qon og 720149) -(8-2(-1)?) 
Алан h 
3 
= lim 22H" O == 0—4 m ak 626 
h>0 h h>0 





Consideremos una curva C: y = f(x) y un punto fijo P, (xg, уо) de dicha curva, sea L, 


la recta secante que pasa por Px (xo, yo) y por el punto М(х, y) eC. 


La pendiente de la recta secante que pasa por los puntos Р, y Mes: 
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fGx)- fixo) | Y—Yo 


X—Xp Х-Х, 


mL, = tga = s X = XQ 


Si el punto М(х,у) se aproxima al punto Р, (xy, Уу) resulta que la variable x se aproxima 
a Ху de tal manera que Ax = x—x, se aproxima а cero, con lo cual se está haciendo uso 


del concepto de límite. 


Por lo tanto, cuando el punto М(х,у) se aproxima al punto A (xo, yg) la recta secante L, 
se ha transformado en la recta tangente L,, lo cual indica que el ángulo o tiende a 


J (xo + Ax) — f (xo) 
Ax 


coincidir con el ángulo O y їра = tiende a convertirse en: 


180 = lim 1 (ху + Ax) - / (xp) 
Ar-+0 Ax 


= / (хо) 





Luego la derivada de la función f en él P, (xo, уо) es / (хү) y representa la pendiente de 


la recta tangente en el punto P, (Хо, yo) 


NOTACION 


Si fes una función que depende de los valores de la variable independiente x entonces a 


la derivada de f denotaremos por: 





ees, 


La notación que más se usa es - la cual se lee: la derivada de “y” con respecto a "x". 
x 


P. : " 
En la notación — no debe considerarse como una fracción, aunque lo parezca, es un 
dx 


simbolo para la derivada. 


Derivada 453 


OBSERVACIÓN: 


Si х=ху+Ах => Ax=h entonces h=x-x, y cuando x— x, se tiene h — 0, 


lo que es lo mismo cuando Ax - 0, h > 0: por lo tanto la definición de derivada 
J (x + Ax)— f (x) 
Ax 


1х) = ua , daremos en la forma: 





La función real de variable real y = f(x) es diferenciable en un punto x = xo si existe su 
derivada en el punto x = xo, es decir si /'(x4) existe. 





Diremos que la función f es diferenciable en un intervalo [a, b] si la función f es 
diferenciable en cada uno de los puntos del intervalo [a, b] 


| | 
372 

cos(—); x > 0 
Ejemplo.- Demostrar que la función f definida por: / (х) =: a e С 


| 0, х= 0 
diferenciable en el punto x = 0 


Solución 
Para que f sea diferenciable en x = 0, debe existir /'(0) , en efecto 
h?'? cos( ) 
— — Lem 
f'(0) = lim JU ш lim ДЭ) lima lim Jh cos(=) = O 
һ—›0 һ h=>0 h h>0 h h—0 h 
Luego 3 f (0) = 0 = f(x) es diferenciable en x = 0 


13 


Ejemplo.- Demostrar que la función f definida por f (x) = x° ,X € R, no es 


diferenciable en x = 0 
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Solución 


Para que f no sea diferenciable en x = 0, debemos probar que 2 /'(0) , es decir 


2/3 
/'(0) = m 010) = lim L9 — f (0) NOM a. 


> 1 h—0 Л h->0 Л h—0 41/3 





Consideremos una función real de variable real, y = f(x), entonces: 


i) La derivada de la función f en el punto х = xq, por la derecha representaremos por 


f'(xo) y está definido por: 





o equivalente a la forma 





si el limite existe. 


п) La derivada de la función f en el punto х = xo, por la izquierda representaremos por 


f" (xo ) y está definido por: 





o equivalente a la forma: 





si el límite existe. 


2x? -3,14х 52 


Ejemplo.- Hallar /(Х0)у f (xo) en x2xy s /(х) = 
8x-1l,six»2 
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Solución 


ыл ау ы Шы. 


27 
/'(2 )- = lim, : 
= lim 16+8h=11-8+3 _ lim Sh р 
h>0* h n>0* Л 
— 2 s яа pe 
от) пт 100-70)  ү, 0050)-3)-0-3) 
h—0 h h>07 h 
2-2. 2 
= lim 8-81420--3-8-3 91120 _ lim 8+2h=8 
h=>0 h h>07 h h>0 


OBSERVACIÓN.- Diremos que la derivada de la función f(x) existe en el punto 
X = ху, Si sus derivadas laterales existen y son iguales es decir: 





Las propiedades de las funciones más útil en el cálculo son: la continuidad y la 
derivabilidad; como estos conceptos son definidos mediante un límite, entonces nos 
haremos las siguientes preguntas 


- ¿Si una función es continua, es derivable en ese punto? 


- ¿Si una función es derivable ha de ser también continua o quizás las dos propiedades 
son equivalentes? 


Para dar respuesta a estas preguntas daremos un ejemplo; 


Sea f£ R — R / f(x) = lx] es continua en К, en particular en x = 0, ahora veremos si es 
derivable en x = 0, es decir 


/'(0) = lim 101570 = im Г) 70) “m LAID pytal afi h>0 


h-»0 h эд h h>0 h -1,й «0 


456 


Eduardo Espinoza Ramos 


entonces /'(0*) = f'(0.) = A f(0) esto quiere decir que la función f no es 


derivable en x = 0 por lo tanto “Si f es continua en х= хо > f sea diferenciable en: 
x=Xp . Si fes derivable en x = xy = f es continua en: x = x, 
a) TEOREMA 
Sea f una función y xy € Dp, si f es diferenciable en хо entonces f es continúa en хо 
Demostración 


Por hipótesis se tiene que f es diferenciable en х, esto quiere decir que3 f'(xg). y 


h)— 
lim f (xo +h) - f(xo) = lim LIA, 


—» 


= lim 


hì- 
КЕ OM Тө) tim h= f'Ga)0=0 


entonces: lim (f (xo +h)- f(x0) 20 => lim f (xo +h)-lim f (xo) =0 


limCf (xo +h)- /(х0)) =0 > lim f (xo +В) = f (xo ) 


fes continua en xo 
COMENTARIO: 


entonces existe una recta tangente no 


f (xo + h) - f (xo) 
h 


Sabemos que si existe lim 
h-—0 





vertical bien definida y es única en el punto (xp, f (xo )) 


La no existencia de la recta tangente no vertical 
cuando las derivadas laterales existen pero no 
son iguales. 
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Tal es el caso del valor absoluto f(x) = ix] en 
donde sus derivadas laterales en x, = 0 son 


diferentes f'(0*) = f'(0 ) También no existe 
recta tangente no vertical cuando uno o ambas 
derivadas laterales no existen, es +оо ó -oo 


Como la recta tangente no vertical es única 
entonces en la gráfica de las funciones se 





presentan esquinas como se muestra en la 
figura. 








a) La derivada de una constante es cero.- Si y=f(x) =c => = = () 
x 
Demostración 
9 == lim ТОЛОО) ащ EXE o 49.2 
ах h=0 h h>0 Л dx 


b) La derivada de la función identidad es 1.- 51 y=f(x)=x => de =1 


Demostración 


Rer Olim fa*h-foe _ р, x+h-x 
dx h>0 h 


c) La derivada de la función potencia simple.- 


dy n-1 


Si у= х/х” = —-nx" , nes cualquier número real. 
ax 
Demostración 
dy /(х h) — f(x) zii. (Х:52) -4 iiu ne 


— = f (x) = lim 
dx J 8) > h h0 
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n=] n+2 n-2 n-] 
= lim(x zT 


= Пт)" (ea ext] 


ә 
li 
: 


d) La derivada del producto de una función por el escalar 


Si у= Кх) => Z акро) 


Demostración 
dy , k(f(x*h)-kG) ICAA f(x) _ „ xm 
mE = 67078 mln o — = kf" (x) 2 "da 


e) Laderivada de la suma de dos funciones 
ау. i 
Si у= х) + р(х) > хай (х) + g'(x) 


Demostración 


dy | pym CROM -S tex) |, PAM + gl +h) -(/ a) 8(x) 
dx 8-0 h A>0 h 


= lim f th) SO ug ӨЛ В) сүй ati) 
h>0 h—0 h 


dy _ ; 
4. — = Xx) X 
ЯЕ Jf'(x)+ g'(x) 
f) La derivada del producto de dos funciones.- 


Si y-f(x).g(x) > - = f(x)g'(x)+ f'(x)g(x) 


Derivada 


g. 


459 


Es decir: La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la 


primera función por la derivada de la segunda más el producto de la derivada de la 
primera función por la segunda función. 


Demostración 


Sea y = F(x) = f(x).g(x), entonces: 


dy tim EC I0 - FG, J x +h)g(x h- /(х)в(х) 


dx һә h h—0 h 
ahora sumamos y restamos f(x + h) g(x) en el numerador 


dy pio ТЕА) f(x +h)g(x)—- faga) + f(x +h)g(z) 
dx  h>0 h 


ду _„ g(x+h)- g(x) f(x+h)— f(x) 
ш „е 


8 » g(x+h)- g(x) fx xh) - f(x) 
= Да т h h 


tli . li 
мж 


= FOE na () 5 = - f (0.2 (9) C) 


La derivación del cociente de dos funciones.- 


16) _ dy gQ0/'G)- Лбх) G) 


SÍ у= 
C 7899 k [e GT? 


, g(x) = 0 


Es decir: La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto del 
denominador por la derivada del numerador menos el producto del numerador por la 
derivada del denominador dividido por el cuadrado del denominador. 


Demostración 


f(x) 


Sea y=F(x) = » entonces 
x 
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/(х+һ) fQ) 
dy үү FOCt I) - FG. ,,, 2+) go). ,, EOS xh) - ЛО) (х +h) 
dx В-д h h0 h h—0 hg(x)g(x+ h) 


Ahora sumando y restando f(x) g(x) en el numerador se tiene: 


dy — 4,,8090/G €f) - f 0986) - JG)g(x + h) + /(х)в(х) 


dx  h>0 hg(x)g(x +) 
а(х) f(x +h)— /(x)] Sela +h) —g(x)] 
nim h h -EWS (x) - f G).g' (x) 
$0 g(x)g(x + h) - g(x).g(x + 0) 


..869./^ (9) - f G)g' 00 5 dy g(x)f ()- f(x)g G) 
ер dx [g(x)] 


RESUMIENDO: " 
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@ 


Ejemplo.- Hallar la derivada f'(x) sila función f(x) es: 


fa) = х7 +х5 +—+4х 
X 


Solución 


s S = 
Гбх) = x! «x +—+4x = x° +х? Px "dx 
к 


/'(х)=7х° « 5x^ -3x ^ +4=7х° +5x* MEE л Д'(х)=7х° х" ЖЭ? 
x X 
f(x) 2 G8 42:908 +x? +х+7) 
' Solución 


+ x+7)' 
—" 3.2 5 2 
=(5x +2) (х +x +x+7)+(x` +2x).(3x* +2x +1) 


=8x? +9x* +6x° +41x* +2x? +10x? +4x+14 


3 2 
X +2х +7 
MP 
x* ex! «x 
Solución 
f) (x^ x^ X). 42x 7) 2x 4 7)4x^ +х xy 
n= ш ч a: е ә е ———_—- 


(x° + x` +x)? 


E (x^ «x? +х) (3х? +4x)— (x^ +2x* + 7).(4x° +3x? +1) 


(x^ +x? + xy? 


_х°+4х +2x +5x7 +19х° +7 


(x + x` +0 
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El criterio de la regla de la cadena para la derivada de las funciones compuestas, es la 
herramienta más importante del cálculo diferencial. 


Antes de dar una demostración formal, le daremos un tratamiento intuitivo y para esto, 
consideremos dos funciones diferenciales en general: 


у= f(u) "y es función de u" 
и= р(х) "u es función de x" 


entonces а “у” se puede expresar en función de x, es decir y = f(u) = f(g(x)) = (f o g)(x) 
esto viene hacer la composición de funciones, ahora para calcular su derivada se hace de 
la forma siguiente: 





а = f(u) 
ж 70) э ddu 1 entonces LD rg 
u = g(x) CN S dx du dx 
dx 








Si y = (f o gx) => A = f'(g(x).g'(x). Ilustraremos mediante un diagrama 


dy 
dx 


[o con 


y SO — —NUbecdt"uN— ———— — X 
dy du 
du dx 





NOTA.- Cuando se trata de tres funciones f, g, h, se tiene: 


(fogohY(x) = f'(g(h(x))g'(h(x))h'(x) 
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E 


(fogoh)(x) 
“айх | 
Ejemplo.- Calcular mediante la regla de la cadena а donde: у= (/(х))" 


Solución 


n dy n-1 du 
S = : = = —z= y — = А 
ea  y-u , и= х) a nu f'(x) 


= m” | eni Gy" 1 f'(x) entonces 2 ano" Fx) 


OBSERVACIÓN.- Sea funa función derivable en хү, si у= F(x)-(f(x)",neQ 


entonces F es derivable en x, y es dado por: 








dy a+bx „т 
Ejemplo.- Hallar — sí у = 
diis dx - 59-50 
Solución 
Y hyn n-1 n ж 
Sea mon a => f'(x) = яаг A A HO Шш > 
a — bx" (a Бх ) (a — bx") 
a bx" "-1 dy 2abnmx" а-»Ьх".,ї 
dim > m (y (ж) ә —.———— — ] 
= p” f ) dx (a — bx" y a — bx" 


Ejemplo.- Si f(x? +1) - 4x? +1 +$/16(x? +1) y f(x? -2) = g(x? +1). Calcular g'(5) 


Solución 


Sí z-4x? +1 entonces z? 2 x? «1, de donde f(z) = z +ŠJ16z2 
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Luego f(z) -245Л6А/2 entonces f(x? -2) =x? -2+8/164/x? -2 
ahora sí и=х2+1 > x2=u-l y g(u) =u-3+£/164/u -3 


6177 
de donde g'(u)=1+ M6 m (5) = 3 
33K u -3j 3 


жуур NONIS ETTET ORE 


Sea ae R ` yaxl, ala función exponencial de base “a” definiremos en la forma: 





donde su dominio es €-oo,*o0» y su rango es <0,+oo>, si а > 1, entonces la función 


y =a” es creciente, si 0«a« 1 entonces la función y=a* es decreciente. 





Si a=c > y=e* 


OBSERVACIÓN.- Del gráfico se observa que: 


(1) lim e? = +оо 


х" 

lime? =0 
х"-оо 
Їїйе”-0 


X300 


lime ' =+ 


Y —= — an 





O X270 
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b) Propiedades de la Función Exponencial: Si a, b » 0, entonces: 


(2) a? =] (2) a*a? =a*? 
(5) (a*)” =a? (4) A w 





a? 
(аЬ)* sa ME ($) EP -2 


Ejemplo.- Trazar la gráfica de las siguientes funciones: 


(1) үзэ (2) у=6) 


Solución 


Comoa=2>1 => у= 2* es creciente Como a - «12 уз бу es decreciente 





c) Función Logarítmica de Base “a” Positiva 


De la definición de la función exponencial у = f(x)=a*, a> 0, a + 1 se deduce 


que dicha función es inyectiva y por lo tanto tiene inversa. 


Luego a la función inversa de y= f(x)=a* le llamaremos función logarítmica de 


base “a” y la definiremos en la forma: 
y 


d) Definición.- А Ја función Ё <0,+оо> ЭК, definida por: 
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Le llamaremos función logarítmica (o función logaritmo) de base “a”, donde 


a>0, ax 1 se sabe que log, x es un número único b, tal que а? =х 


Es decir: 





NOTA: Log,x=b se lee “el logaritmo en base a del número x es b” 


OBSERVACIÓN.- La función logarítmica de base “a” tiene por regla de 
correspondencia la ecuación: , f (x) =log, x de donde: 


і) Sia»1-—»/(x)-log, x es creciente 


ii) Si0«a«1-» f(x) -log, x es decreciente. 





e) Propiedades de la Función Logarítmica. 


(1) log, 1-0 G) 
(2) log, a =1 (4) log, f log, 4-108, B 
6) 


log, (AB) =log, А+1ор„В 


_ { 
(3) log, 4” =nlog, Á log, VA =—log, А 
n 





(7) log, b= | чула. j 


log, a log, a 


Las demostraciones de estas propiedades se deja para el lector 
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OBSERVACIÓN.- Si 





f) Definición.- 


La función cuya base es e, se llama función logaritmo natural o neperiano y 
denotaremos por: 





OBSERVACIÓN.- Еп Іа gráfica de la función у= In x, observamos: 


(1) lim Lnx =+% 


A+... 


(2) lim, Ln x = —o 





g) Definición.- Га función logaritmo cuya base es 10, se llama función logaritmo 
decimal o vulgar y es denotado por: 





OBSERVACIÓN.- Casos particulares de las funciones exponenciales y logaritmicas son: 


(1) Їне"-х e^* =х 


OBSERVACIÓN.- Algunos límites que se dan en la definición de las derivadas: 


š | x bx 
(1) бээр =e Q) Ит(1+х) =e 


AU 





(5) lim (1 — = e° (4) lim Š -! pna a» 0, a7 1 


ХЭ, x r=- Л 
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a) Demostrar que la derivada de la función exponencial: f(x) =e" es f'(x)=e' 


Demostración 


Por definición de la derivada se tiene: 














| " Sin ; th _ х : h =] 
E V re L 87 = Lim =e Lim Š ...(1) 
h>0 h в-э0 Л h"0 
e^ –1 
Por la observación 4 se tiene: lim =Lne=1 ad) 
"O 

Ahora reemplazando 2 еп 1 tenemos: f'(x)=e*(1) dedonde f (x)=e* 
b) Demostrar que la derivada de la función exponencial 

F(x)a^, а> 0. аж les F'(x)=a*.Lna 

Demostración 
Por definición de derivada se tiene: 
царцаа каш! х ЛЭ: 
F'(x)- Lip eon. = Tm =a” Lim Me ..4(1) 
h->0 Л h—0 h h>0 h 
h = | 
Por la observación 4 se tiene: lim = Ena (2) 
Ahora reemplazado 2 en 1 tenemos: F'(x) = a' .Lna 
Е e | 
с) Demostrar que la derivada de la función logarítmica: F(x) = Lu xes К'(х)=— 
Т 


Demostración 


Por definición de derivada se tiene: 
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ts e ET qa EOS GE NEWS лал) - lim 11+ у 
h в-э0 Л h—0 Л 
(3 1 
= Lne''' ia Fx) =<— 
x x x 
d) Demostrar que la derivada de la función logarítmica: Р(х)=1ор„х e 
F'(x)- 5 xu 
xLna 
Demostración 


Por ser similar al anterior inciso, se deja como ejercicio. 


OBSERVACIÓN. Si y=Ln ц donde u=f(x), entonces aplicando la regla de la cadena 








y = Lnu ay = 25 ду 
шу jdu 
= f(x) a 
Y dx 
dy = ау аи E: | 
dx du dx udis 
Por lo tanto: Si | 





OBSERVACIÓN.- Si y=e" y u=f(x), entonces: 











y= e" dy | dy du 

= au du prt 
u= f(x) и ro у = ü eK 
dy uy ko (ууж!!! 
e mu e f(x) =e f'(x) 


Por lo tanto Si 
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RESUMIENDO: 
: x dy х , x dy x 
Si у=е > —=e Si у=а > —-a Іпа 
@ sisses 2 Q, siysa > È 
. dy | dy ! 
Si у= Lnx > ==-— Si y =10 m Thon - . 
(3) si y x O si y=108,x=> Z- 
е ау | ; dy f'(x) 
Si y = efe) = — = f '(x) Si у= Ln(f(x)) => — = == 
(5) He S (6) y )) = ^ 10) 
Ejemplos.- Hallar dy si: 
dx 
Ф se 
Solución 
цэн dy 27: а 3 1, 
y=e""* = ——=е* "——(x +x)=(2x+1)e* `` 
2 22 )=( ) 
© уз5 7 
Solución 
y=5" " = dy s 4 („э +x?)Ln5 — РЬ 
ах dx dx 
a (| (алхах? +2 
(3 _ y=Lma+x+Wdx?+2ax] > dr , ула” 
a*x*Nx^ 42ax 
Solución 
xtd 
| + ———— — =... 
4x? +2ax E a+x+yx? +2ах МИ... | 





RR 


Mem (a+ xx? 42axNx^ *2ax QU rr em 
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Para definir la derivada de las funciones trigonométricas daremos la definición de dichas 
funciones: 


a) La Función Seno.- Si x e y son números reales, entonces a la función seno 
definiremos por: 





b) La función Coseno.- Six е y son números reales, entonces a la función coseno 
definiremos por: 





ó también mediante la regla f(x) = cosx, donde D, =R y Ry =[-1,1], cuya 


gráfica es: 
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c) La Función Tangente.- Si x e y son números reales, entonces a la función 
tangente definiremos por: 





ó también mediante la regla f(x) = tg x, donde: D, = {хє R/x = + kk ez} y 


К, = К cuya gráfica es: 





d) La Función Cotangente.- 531 х e y son números reales, entonces а la función 
cotangente definiremos por: 





ó también mediante la regla f(x) = сір x. donde D, »ixeR/xeknz.kezi y 


К, =R. cuya gráfica es: 





Ow te on am ep m e — =e - ve — -— m зам зэмв минь a — Фэв 
“== Gub dum ams чив cns эв sum Gum "me s... = a Фа Um Q... am . _ em dem dp зэв 


1 
| 
i 
I 
l 
! 
! 
I 
| 
1 
i 
1 
l 
! 
! 
I 
i 
і 
і 
I 
I 
i 
I 
| 
! 
! 
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Si x e y son números reales, entonces a la función secante 


La Función Secante.- 


e) 


definiremos por 





+kr, kezjy 


= sec x, donde: D, =(eR/x=— 


Ó también mediante la regla f(x) 


R, =<—0,-1]u[l,+0 > cuya gráfica es: 





Si x e y son números reales, entonces a la función 


f) La Función Cosecante.- 


iremos por: 


cosecante defin 





, donde: Р, -ixeRIxs T tkm € z) 


COSCC X 


ó también mediante la regla f(x) 


y R = <-%,-1] U [1,+0>, cuya gráfica es: 





LL RD = с чш лиш сэт чин зам өм зэм эж 


a am ай — = = = Явж 


—— F = 


---4--------- 
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a) Por definición de la derivada tenemos: 
= = Lim F(x+ P — F(x) Lim sen(x + - -Senx — Lim senx cosh4 Е xsenh — senx 
= Lim COS X. шал —sen as = cosx (1) — senx (0) = cosx i 
b) Por definición de la derivada tenemos 
dy M F(x* h)- F(x) Bih cos(x + й) –соѕх = kuk, cos x.cosh-sen x.senh— cos x 


dx һ—0 h h—0 h h-0 h 
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Derivada 
] — cosh senh 
= Lim(= COS X ————-) - sen x. ——-) = -cos x(0) - sen x(1) = -sen x 
h—0 1 
dy senx, cosx(senx)-senx(cos x) 
c) — = D. tg x = D iom ) = — 23S 
dx Sx COS" х 
T , 
COS Х.СО8 х + ѕепх.ѕепх cos x+sen” х ] > 
Р АЖ o ДЫ Түзж 6 ц НЕ =——— = ес x 
COS” x COS" X COS x 


d). e), f) Su demostración dejamos como ejercicio. 


OBSERVACIÓN.- Si у= sen u, u = f(x) funciones derivables en general 


| y =$еп u dy_ COSH Ë 
: => d . Calculemos 42 mediante la regla de la cadena 
du ' dx 
и = f(x) нь f'(x) 





dy 
dx 
————————€ (| — O 
x = 


dy dy du _ , 
dx du dx cos u. f'(x) = cos( f (x)).f ' (x) 


por lo tanto: 





En forma similar se calcula la derivada de las demás funciones trigonométricas. 
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Corolario.- Si u= f(x) es una función derivable entonces: 





Ejemplos.- Hallar — sí: 


М 
(D y=sen(x? +е“) 


, 


Solución 


` 


2 =cos(x”+e")(x”+e*)=(2x+e").cos(x” +e") 


© y = tg(senx + cosx) 


Solución 


dy 
X 


Š 
= Sec (sen x + cos x).D, (sen x + cos x) = (cos x -sen x)sec2 (sen x + cos x) 


(3) у= cos(sen x+ x? ) 
Solución 


3 j 2 
=-—sen(senx+x7).D,(senx+x*) =-(cos x + 2x).sen(sen x * x^) 


dy 
dx 
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(4) y-ctg(e* + Lnx) 


Solución 


5 = - соѕес (е^ +Lnx)D,(e* +1пх) = -(e* + l) cos ec? (e* *Inx) 


X X 





Antes de definir las derivadas de las funciones trigonométricas inversas, daremos la 
definición de dichas funciones: 


a) Función Inversa del Seno: Arcoseno.- La función seno: y = f(x) 7 senx, no es 
inyectiva, por lo tanto no tiene inversa 


GA ia to | 2 





; y i Жор + 
Pero si se observa el gráfico de la función f(x) = sen x en el intervalo a se 
tiene que f(x) es estrictamente creciente. 


Por lo tanto a pesar que la función seno no tiene inversa, se concluye que para la 


- "na V. 
función definida por f(x) = senx, x “а si tiene inversa: 


ээ — — сэм r 


f(x) = sen x 





p. e X 
2 


-— юм 
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A la inversa del seno le llamaremos arcoseno por lo tanto a la función arcoseno de x 


denotaremos por: 


y = g(x) = arc.senx y definiremos por: 








ке y =arc sen x 


Función Inversa del Coseno: Arcocoseno.- 


La función coseno: y = cosx, no es inyectiva por lo tanto para hallar su inversa 


haremos una restricción similar que la función senx. 


Entonces а la función coseno definimos por: f(x) = cosx, x e [0,1] 


y a la inversa de la función coseno le llamaremos arco coseno y denotaremos por: 


у = р(х) = arc.cosx y definiremos como 





donde: D, =[-1,11] y Ry =[0,7r]. La gráfica de la función arco coseno es 
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De la definición del ar.cosx se tiene: 





Función Inversa de la Tangente: Arcotangente.- 


Arco tangente la función tangente: y = tgx, no es inyectiva, por lo tanto para 
hallar su inversa haremos una restricción similar a las funciones anteriores. 


Entonces a la función tangente lo definiremos por: 
F(x)=tgx, x > > уа Іа inversa de la función tangente le llamaremos 
arco tangente y denotaremos por: 


у= р(х) = arc.tex  definiremos por: 








| 
w| 
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d) 


e) 
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Función inversa de la Cotangente: Arcocotangente 


La función cotangente: y = ctgx, no es inyectiva, por lo tanto para hallar su inversa, 
haremos una restricción en forma similar a la función anterior, entonces a la función 
cotangente definiremos por: 


F(x) = ctgx, x € <0, л> y a la inversa de la función cotangente le llamaremos arco 


cotangente y denotaremos por y = g(x) = arc.ctgx y definiremos por: 





Función Inversa de la Secante: Arcosecante 


La función secante: y = sec x no es inyectiva , por lo tanto para hallar su inversa se 


hará una restricción en forma similar a las funciones anteriores. 
Entonces a la función secante definiremos por: 


F(x) = sec x, xe[o. 7 »u« Tn] y a la inversa de la función secante le 


llamaremos arco secante y denotaremos por: 


y = g(x) = arc.secx y definiremos por: 





donde: D, = < –0,-1] О ,+%о> y R, =[0,->U <= n] 
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La gráfica de la función arco secante es: 





f) Función Inversa de la Cosecante: Arcocosecante 


La función cosecante: y = cosecx, no es inyectiva, por lo tanto para hallar su inversa, 
haremos una restricción en forma similar a la función secante. 


Entonces a la función cosecante  definiremos por: F(x) =  cosecx, 
Л л ” 
хє [75 0>u<0, 21 y ala inversa de la función cosecante le llamaremos arco 


cosecante y denotaremos por y = g(x) = arc.cosecx y definiremos por: 





Donde D, =< —o-1]u[l,»» y R, =[—7,0>у<0,—> 


La gráfica de la función arco cosecante es: 
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Ejemplos.- Hallar [4 sí: 


dx 


(1) y =arc. tg ч 4x? -1 


Solución 


за 
y =arc.tg 4x? -1 > v- Dax? -1 4? -1 


dx 1+ (ax? d ктг" 


ау _ Ax l 


dx 4x?/4x? -1 3 xax? -| 
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(2) y = arc.sen e* + arc.senN1- e2* 


Solución 


y = arc.sene” + ағс.ѕеп Ч 1—e?* , derivando se tiene: 


е?* 


dy D, — = „ара. ар ёс J-e” 


is e — `ah pum 


Q y — arc.sen (Lnx) 
Solución 


y = arc.sen (Lnx) — C NUIT M : 


dx mmm Ln?x xYl-Lmnx 


(4) y - arc. te( xsena ) 


1—х cosa 
Solución 
xsena _ 
¡IRSE ZO i сббаг Н 
1-xcosa dx T xsena ,) 
1-х cosa 


(1—x cos ax sen a)-(xsenay(l - x cos a)' 


dy _ (1—xcos a)? _ (1—-xcosa)sena + xsena cosa 
dx (1-xcosa)? +x? sen? a 1 — 2x cosa + х? cos? a + x? sen?a 
(1—x cosa)? 
sena dy _ sena 
| 2хсоѕа + x? dx 1-2xcosa + x? 
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A las funciones y = f(x) definidas en un intervalo se 


denominan funciones explicitas; por ejemplo: la 
función у= f(x)2x?,a las ecuaciones de las 


variables x e y denotaremos por: E(x,y) = 0. 





Por ejemplo: 


E(x, y) x! + y! -25=0 es decir, x? +y? =25, 
que nos representa a una circunferencia. 


La ecuación x*+y*=25, no es una función 


definida en forma explícita, pero x? + у? 225 








entonces y = +425 x? 





Es decir де la ecuación x? + y? =25, que no es una función definida en forma explícita; 


se puede obtener dos ecuaciones, cada una definida en forma explícita; por lo tanto una 
ecuación de dos variables E(x, y) = 0, de donde se obtiene dos o más funciones en forma 
explícita se denomina función implícita. 


En la ecuación E(x,y) = 0 muchas veces no es fácil despejar la variable y, por ejemplo: 
y! 99e Ty —y-xcosx-0 ... (1) 


entonces para calcular su derivada se hace de 12 siguiente manera: сото E(x, y)=0 se 
verifica para y = f(x) entonces remplazando en la ecuación (1) se tiene: 
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f ()-3/? Q) «7 f£ (x) - f(x)+xcosx=0 ahora derivamos aplicando la regla de la 


cadena: 7f $(x)./' (x) -15f ^ (х). (х) +14 f(x).f'(x) — f(x) x cosx -xsenx = 0 


сото y= f(x) > y'= f'(x), entonces Ty y-15y? y My. y'- y cosx—xsenx=0 


X SEN X — COS x 


(7y? -15y* +14у-1)у'= хѕепх-соѕх de donde li na e = 
Ty" -15y* +14y-1 


a este proceso de derivar se denomina derivación implicita. 


Ejemplo: Hallar y 58m si 
dx 


x) «ax! y e bxy? + y)? 20 
Solución 


x) t ax? y + bxy? +y? 20 > 3x? +2axy+ ax? y'+by? +2bxy.y'+3y* у'= 0 


2 2 
3x2 + 2axy+ Бу? +(ax? +2bxy+3y?)y'=0 PRO тозу 
ах +2bxy+3 y" 


X sen y—cos y + cos 2у = 0 
Solución 


x sen y – cos y + cos2y = 0 > sen y+xc0s y.y' t sen y.y' —2sen 2 y, y” 


| sen y 


(x cos y +sen y -2sen2y)y'— —sen y z ангид Io 
xcos y +sen y -2sen2y 


OBSERVACION.- Га derivada e de la función implicita E(x,y) = 0, se calcula 
Х 


derivando término a término, considerando a y = f(x) como una función de х, y de esta 


ecuación despejamos y'= 2) Una forma más práctica para calcular ri de la 
x 


ecuación E(x,y)=0, es aplicando la fórmula siguiente: 
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Donde E,x(x, y) es la derivada de E(x, у) = 0 con respecto a “x” donde a la variable “у” 


se le considera como constante y E' y(x, y) es la derivada de E(x, y) = 0 con respecto a 


6, > 


y”, y la variable “x” se le considera como constante. 


Ejemplo.- Hallar y-2 81 


X 


x? t ax? y+ bxy” Ey = () 
Solución 


Sea E(x, y) = x` t ax? y + bxy? quy? 
= Е (х,у) =3x? + 2axy + by* y Б. (x, y) = ax? +2bxy+3y2 


dy _  E,(x,y) -. 3x? +2аху+ Бу? dy _ Зх? +2аху+ђу? 
ах E, (x, y) ax? + 2bxy+3 y? "ах ах? +2bxy+3y* 





Para calcular la derivada de la función y=(f(x2)£%”, primero se toma logaritmo en 
ambos miembros, es decir: 


Lny = Ln( f (x))*? = g(x).Ln( f (x)) . ahora derivamos implicitamente: 





Pep '(x)Ln( f (x)) + g (x). J @) , despejando j' 
y Fa 
у= yg G)La(f (x) + g(x). 6^5 2 


'= (f G9) 8? (OLAS) gx). oí > PER 
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=- =(f(x peor 6 (x)g(x)+( f o) 80? р" (х)1Ї f (x)) 


Ejemplo.- Hailar Y SL yer 
dx 


Solución 


sen x sen x = sen x.Lnx 


Tomando logaritmo а у = х” se tiene: Lny- Lnx 





sen x 
de donde y'= y(cos x.Inx + 





| I y sen x 
derivando se tiene: — = cos x.Lnx + 





(cos x.Inx + 


dy _ NI sen х 
= 
dx x 











I Hallar dy Si 
dx 
(1) arccosx 1 1-X1-x* 
и) 
ХЭ- dor Arm? 


Solución 


A la función expresaremos en la forma: 





_ arccos x ин ета К а: ne NES x? )]. derivando aplicando la regla 
(2 


dy x”D,arccosx-—(arccosx)D,x? .ц2.1- -41-х2) Dedo? y 





de xi 20 Myagi? їн еш? 
Бүх эр ~ 2x arccos x Fu s T, 307 
u E PEN NEP Е NET. 


| 
x^ 21-41-x? Teir? 
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=. ¿G yaly" „шы, X L х | 
all A а И). ls A т} 
_ x*2J1-x? arccos x x I+ 1-2 41-41-х7 


Жи... — U 
xh -x Wi da ME 


t 
. 5 ЗАНУ атссозх | 1 „ dy 3 х? —x-2A1—x? arccosx 


x ala; x x1-x? дү x! 4i- х 








(2) y =In(x+Vx? -1)- 





X 
Ax? -1 


Solución 





х? 
— ЛӘН alx? -1- 

dy D Ge x 10) 4/х2-Цху-х(/х2-1у uc aA gl 
dx a -1 Ma хаар m 


хул -1 а 1 


^s 
— — M r e= ә s 
4x? paeem 3. Vx 2 — ne -1) E. -1 4x? ca -1) (x^ — 1) 2 


— 
bh 











ду. x? 


de donde —À = 


] 2 | > 
у = —sen(5x*)-—senx* 
У= 57 (5х) Я 
Solución 


dy | 


=— cos(5x* JD, (5x? eon? )D, (x T е E Е Эд cos5x? -3 cosx? 
dx 20 4 20 2 2 


dy х 
— = 2 (cos 5x° — COS х?) 
dx 2 
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(4) ус! ҮЗЕНЕ), aureo 


sen X 
Solución 


Antes de derivar, a la función expresaremos así: 2 


y =1n(1 + [sen х) -1n(1 — Jsen х)+2 arctg/sen x 


Ahora derivando mediante las reglas establecidas: 


cosx cosx COSX. 
dy D, ‚1+-/вепх)_ ВАЙ = DU -Nsenx) , D, | D, senx 2 lsenx , 2 senx | , Увепх_ 
dx 1+/senx 1—4ѕепх а ты s=. 4. 1— Eu 1+ senx 





COS х | sena «Le senx COS X 


"ы Каш їе НТ ЭН си ЭН 


» COS X б COS X љ cosx 1 + ѕепх +1 – ѕЅепх 
/senx(l-senx) (1+senx)/senx  4senx (1-—senx)( + ѕепх) 


2cosx 2cosx 2 


sen x (1 — sen? x) Jsenx(cos?x)  4senx.cosx 


(5) y „5°П*—С0$х 


Sen X + COS X 
Solución 


Derivamos mediante la regla del cociente: 


dy _ (senx+cosx)D,(senx-—cos x) - (senx — cos x) D, (sen x + cos x) 
dx (sen x + cos x)? 


. (sen x + cos x)(cos x + sen x) — (sen x —cos x)(cos x —sen x) 


(sen x + cos xy 


_ (senx+ cos x)? + (sen x — cos x)? 
(sen x + cos х)? 
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2 
. Sen. x + cos? x 4 2sen x cos x + sen? x + cos? x —2sen x cos x 





(sen x + cos x)? 
_ 2(sen? x+cos? x) _ 2 ‚ dy _ 2 
(sen x + cos х)? (sen x + cos x)? dx (sen x + cos х)? 
(6) y =(1+ En(sen x))" 
Solución 
' y БЭ SE 
ay = p(l + Ln(sen x))" i D.(1+L£n(sen x)) = n(1 + Ln(senx)) lao d 
dx sen x 
Л COS x ЭТт dy п-1 
— (1+ Ln(sen x)) 2. —— = nc tg x(] + Ln(sen x)) 
sen x dx 


x £ 
(7) y = (sen = - cos 2)? 
| 2 2 








Solución 
dy x х x Х x DEN х х 
— = 2(sen— — cos —)D, (sen— —cos—) = 2(sen= —cos—)(—(cos— + sen + 
dx | 2 2) 2 2) | 2 215! 2 2) 
X X X X 2 X ;X dy 
= (sen — — cos —)(sen— + cos —) = sen“ ——cos^ — = —cos x ©. —=-COSX 
2 2 2 2 2 2 dx 
(8) s xt 0 
a 3] 
Solución 
ке 4Чх41-4х-1 E. 
A la función y = f(x) ———————— . Expresamos en la forma siguiente: 
4x 14A x-1 
Эл (Vx + -4x-1) T (/х41-4х-1)4/х-41-4Х-1) 
" (Nxtlexx-1) (ју нь 1e 1) 
m (Yx+1-/x 1)? - хн Гр sl | 2x -24x* –1 mn +] 


(x+1)-(x-1) x+l1-x+1 2 
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dy ,_ x 


"dx 4x? +1 





Ahora calculamos la derivada Z , es decir: 


(9) y =x*(1-cos2x)* 


Solución 
Aplicando la regla del producto se tiene: 


T = x^ D, (1 cos2x)*  (1—cos2x)? D, x = xŠ (2 sen 2x)2(1- cos 2х) + 6x? (1 cos 2x)? 


= 2x? (1— cos 2x)(2xsen2x + 3(1— cos2x)) 





Y dy - 8x? (2x cos x + З sen x)sen? х 
ах 
| sen х 
10 = Lh | 
09) á Х1--86п х 
Solución 
A la función dada la expresaremos asi: у= = ата —sen x) – Ln(] + sen x)] 


ahora derivando de acuerdo a las reglas establecidas: 

















25 дасч (I-senx) D,(1+sen x) _1,-cosx _ COSx 
dx 2  l-senx 1 + sen x 2 1-ѕепх 1+senx 
cosx 1+senx+1-senx cox 2 1 . dy 
O [te = — y 1 = s». — = -Sec X 
2 l-sen” x 2 cos'x cosx dx 


(1) yl AA, 
4 х? +а? = 


Solución 


A la función dada expresaremos en la forma: 


Jx? +a? +x 


y =1n( ) - (ух? +a? + x) - In x? +a? -x) 





Aut qu a 
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ahora derivando mediante la regla establecida: 


de pas. +x T -x Jx? +a? +x x? +a? -x 
х+ух2 +a? 2 x= Vx? «a? 


2 Jx? «a? (ух? +а? +х) Jx? «a? (x? +a? —x) 





1 1 2 ‚ dy _ 2 
AREE. +4 Е 7 ыа" т Гава ах х? «a? 
sen x + cos x 
Q semen 
sen x — cos x 
Solución 


Aplicando la regla de derivación del arco tangente: 


(senx —cos х)(ѕепх + cosx)-(senx + cos x)(senx —cosx)' 


sen x + Cos x 
p PE 2 
dy _ senx-cosx  _ (senx —cosx) 
dx |. ¡(A (senx—cosx)?  (senx + cosx)* 
sen x — cos x — c. 


(sen x — cos x)(cos x —sen x) - (sen x + cos x)(cos x + Sen x) 


sen? x+ cos? x - 2sen x cos x + sen? x + cos? + 2sen x cos x 


_ — (sen x —cos x)? – (sen x + cos x)? 


2 
_ sen? x+cos? x—2senxcosx+sen* x+cos2 x+2senxcosx 2. | 
2 2 | 
. dy _ 1 
dx 


(13) y = Jarctgx —(arcsenx)” 
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Solución 
Aplicando la regla de la potenciación 


dy D, arct 
2 „ылыш —3(arcsen x)? D, arcsenx = m _ (arcsenx)? 


1 
dx 2Jarctgx 2(1+x*)/arctgx 41-х2 





dy 1 3(arcsen x)? 


— 
m — . — — — — — — — — — — — ——— P N — 


de 2(+x2)jJarcgx | 41.2 
A wu 
у= e +а? +5 Ln(z + dx? +а*) 


Solución 


Derivando mediante los criterios establecidos: 


E 2 2 2 л 2 
dy x | Jx? +a a^ D.(x+Wv4x*+a 
шаг) 4 х? +а? AR DA - EA 
dx 2 : 2 xx? +a 

x 
PR 
2 2 2 2 2 2 
x x +a a 4 
“Жо Эв ШТ 
24х-4а 2 2 х+ух? +a 
287 +a ас х+ух2 +a? 250-907 


а 
LÁ +—(—-————, ) н Y —_ == 
2x? +a? 2 da? +a? (xx? +a? 24x? +а? 2xx^ +a 


2 2 
NC ШӨ, Ner „Z= x? +a’ 


2d x? + a° 


(15) у = tg(e "^ ину 


Solución 


Antes de derivar aplicamos la propiedad: e'"^ = а 


pintarciga!"?) = arc.ig x!” de donde y = tg(e re Y)  tg(arc.tg x!) = х! 


-2/3 


3 


dy x 





Ahora derivando se tiene: 
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P d 
у= g чен, 


.b-*a.cosx 
Solución 


Derivando mediante la regla del arco tangente: 


| 2 ; (b+ D - D. (b+ 
5 a-b? 407 Burt d a cos x)D, senx —sen xD, (b + a cos x) 


dy _ 4 Ь-а.со8 х M (b+a.cos х)? 
dx | ма? еттен (b+acosx)? +(a? —b*)sen? x 
+ [|—— TU р A —Ñ ÑÑəa cc. —s-— 8Ñ  IsÑT+Əw+Ə H 
b - a.cos x (b-- a cosx)? 


Xa? -b° [(b +a cos х) соѕх + а зеп” x] 


b? +2abcos x+ a? cos? x + a? sen? x -b? sen? x 


E Ja? —b* (bcosx+ a cos? x+asen? x) 


YATE су ЗЭЭ TS 
b^ +2abcosx+a?* cos? х+а? —a? cos? x—b?(1—cos? x) 


" Ja? —b? (a+b.cos x) Na? —b? (a +bcos x) f dy _ Ма? -b' 


E 3 ki ^ ч y um UTE CNET: 
b^ +c0s* x+2ab cos x+a* (a + b cos х)? dx a+b.cosx 


? 


(1) Si y= f(z), z= р(х), calcular ë » 





Solución 


= 


Para calcular < É aplicaremos la regla de la cadena 
x 





dx dz dx 12 


Ahora calculemos la derivada de la ecuación (1) 


d'y d dy d, dy d d: d: d dy 


de? dx dz dx 4: dx dx dx dx d: 
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d'y dy d?z 
dx? 
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dz d dy 


— ж е (i ...(2 
dx dx dz (2) 


2252 > x, А 
42 


d dy d'y 
dx dz 


2... 2 ке 
reemplazando (3) en (2) se tiene: de, _® за COE A 


como 


P 


- 4 (dy dz. d'y 
— dz" di" dx 2 











...(3) 
dz 2 
= MEN X ...(4 
d? dz d) d 244 к: 
dy . dyus 
=f MES (2) 
= - ...(5) 
d a d?z 
"мг хэ. 





t2 


Ahora reemplazando (5) en (4) se tiene: = = f'(z)g"(x)+ f" (2).(е'(х))? 


Si f (x) =sen x? e y= f(——— 











z— —-.8 
(х+1)2 (х+1)? x+1 





=- — Calcular Y 
dx 
Solución 

CA 69» 

y z X 

€ A ЭР 

у= f(2) 2 po 

2x-1 > dio 3 
x+] de — (x+) 
асар 
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dy 3 2x—1 
——= .Sen( 
dx (x41) x41 








y 
Hallar f'(x) sí f(x) = sen? (sen? (sen x)) 

Solución 
Aplicando la regla de la cadena se tiene: 
Р(х) = sen? (sen ? (sen x) => f'(x)-23sen ° (sen? (sen x)).D, sen(sen? (sen x)) 
f'(x) =3sen 2 (sen? (sen x)) cos(sen? (sen x)).D, sen ? (sen x) ...(1) 
D, sen Š (sen x) = 2 sen(sen x)D, sen(sen x) = 2sen(sen x).cos(sen x) cos х 
D, sen 2 (sen x) = 2 sen(sen х) cos(sen X)cosx = sen(2senx)cosx ...(2) 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


f'(x) = З ѕеп 2 (sen? (sen x)).cos(sen É (sen x)).sen(2 sen x) cos x 


TA. 
—+x, 20 
Dada la función f Si ST Петовцаг que /'(0) =1 


0 бы. xU 


Solución 


Por definición de derivada se tiene: f° (0) = lim ELM) ИЩ ын = 


h? ИР 


р 1 i 
= —— — = = 2 =] 
lim n e aa” "ia 0+1=1 /'(0) 


МОТА.- Y Dae. -1ssen- «1, = зел = <h 


lim(-h) < lim h — < lim(h); de donde ~. TUNE =0 
һ-э0 h—0 Л 8-0 h>0 h 
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BS : ME x= 0 
(5) Sea /(х) = x` . Hallar /'(0) 
| Ü . xt) 

Solución 


Por definición de derivada se tiene: 


> ] 
h’? sen— 


Л — limh”? sen = 0 
һ—›0 h 


Г) = lim /(0+ b -f() 4/007 £0) ,. 


h90 h h—0 


l l 
puesto que: Бэ хил хэ - 21084 p 3⁄2 sen- < h° ° 


t l . А 
lim(-h* *) < lim h?'? sen — < lim h’? 
һ-›0 л-э0 Л 8-0 


0 < lim h^? sen «0 


h-0 
luego: lim h^ sen =0,porlo tanto: /'(0)-0 


ax” +b , XS] 


(6) Dada la función f(x) = | 1 | і Hallar los valores de a y b de tal forma que 
- E 
X 


f'(x) exista 
Solución 


ax? +b . 303. 


Como рагах > 1, se tiene |х| = x entonces: /(х)=+ | 
E 22251 
Х 


mediante derivadas laterales en х = 1 se tiene 


| f.(1)=2ax],_,=2a 
] 
> -1 > 2a=-l> a2-— 
u (0 = 1—1 2 
m 
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además de ser continua en x= l entonces: lim f(x)= lim f(x) >a+b=1 
h-»] hal” 


como АЕ > NUT = i= ж-нын ЧЕ b= 
2 2 2 2 


3 
Hallar A, B y C para que la función que se da, sea continua en —2 y derivable en 3 


Ax + 5 , x«-2 


Bx? cx a -22153 





gx) 
Ax? 4 Bx 5 2рь-5 
Solución 


Para que f sea continua en x = -2 se tiene: lim f(x)= lim f(x) 
r хэст 


x>- 


lim Ax+5= lim Bx? +cx 


x-2 х-»-2! 
-2A+5=4B- 2C de donde 2А +4В-– 2С = 5 se A) 


Para que f sea derivable en х = 3 debe 3 f'(3) 


2p © 7 2118) 
2Bx«C|,4-24x4B|,4, = 6B+C=6A+B dedonde 6А-58-0-0 ...(2) 


como f es derivableenx = 3 — fes continua en x = 3, si f es continua en x = 3 entonces 


se tiene: lim f(x)- lim f(x) entonces lim Bx*+Cx= lim Ах? + Bx 
x3 x33. 


хон и x——3° 


9B+3C=9A+3B de donde QA-6B—3C=0 => 3A-2B-C=0 ...(3) 
24-48-2С-5 š 
luego „64—-58-С=0 resolviendo el sistema se tiene: Æ =— = В = С 
4 
34-2B-C -0 


aga /(х)= | A” quads probar que f es continua pero no derivable en x = 2 


[i3 sx 2 
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Solución 
La función f es continua en x= 2 si ysolo si lim f(x)= lim f(x) y además 2єр, 
x2 x>2* 


lim 3-4(x—1 = lim x—3 =-1 


x>2 x-2' 


Por lo tanto lim f(x)= lim f(x) y 2eD, 
x yup" ` 


x2 


Luego f(x) es continua en x = 2, ahora probaremos que f(x) no es derivable en x = 2 


[FD - 89 —1).;=-8 


| > /!2)#/,2) 
EA (х) =1 


En efecto: 


como /1(2) = /1(2) > Я f'(2) por lo tanto la función f(x) no es derivable en x = 2 

















8 
| ‚|х|&2 
(9) Hallar los valores de a, b, c para que la función: f(x)- | |x |° . Sea 
ах? +bx+c ‚|х| <2 
continua en x = 2, y derivable en x = -2 
Solución 
Ix|22 & х>2 V x<-2 además |х| <2 = -2<x<2 
a la función f(x) lo expresaremos en la forma: 
: ‚ х<—2 
3 
-Х 
f(x) =. ах? +bx+c ‚ —2<x<2 
2. , Xx 
x 
la función f(x) es continuaenx=2si lim f(x)= lim f(x)= f(2) 
х-э2 x>2" 
lim —= lim ax” +bx+c, de donde 1=4a+2b+c . 1) 


x22' x x2 
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la función f(x) es derivable en x = -2 si 3 /'(—2) y 3 f'(-2)6 /!(—2)= 3" (B) 








= |, ,=2ax+b|,_, dedonde |- Š + ...(2) 
x 
como f(x) es derivable en x=-2 = (x) es continua en x = -2, si: 
lim /(х)- lim f(x). -2€D, 
xo-2 х-»-2 
| 8 : 2 
lim —— = lim ах” +bx+c entonces |; ...(3) 
х--2 Х x2-2' 
4a+2b+c=1 А k 
luego se tiene: ¿-8a+2b =3 resolviendo el sistema se tiene: а = =? ‚б=0,с= 2 
4a—-2b+c=1 


› 1 
ах? +4x `, A 


— 





Si la función f está definida рог: /(x)=: 





bx – 3 цэгээс 
2 


Hallar los valores de a y b para que f sea derivable en todo R 


Solución 
-— | 1 | 
La función f(x) es derivable para x < - y para х> – = ahora veremos si es derivable 


l | 
еп х= =, рог lo tanto f(x) es derivable en x= = Si m 


e- - 


Jf > ) > 7С Se f. entonces (3ax? +80] (20 
2 


-401) 


al evaluar se tiene: 





| | TD | 
s1 f(x) es derivable en х= 77 , luego f(x) es continua en x = © Si "m f(x) f(- P. 


3 lim iem | Эм. , сан ps f (x) 


r>-1/2 


Derivada 


lim (ах? +4x?)= lim (bx -3) 
x23-1/2. x-1/2 





Р” > +] — ; -3=>> -a+8=-46-24 = a ui 





luego se tiene p qe: de donde 2a=-16 8 
uepo se tiene: | onde 2а=-16 > a=- 
N | a— 4b-32 

= 6—32 
Sia=-8 > y = lI ——10 . Por lo tanto b = -10 


La respuesta es: a=-8 y b=-10 


Ах+ B 
44-х 








Calcular A y B para que la derivadas de: /(х)- sea f'(x) 


Solución 


Ax+ B 


A дыг 





, derivamos mediante la regla del cociente 





| 44-xD, (Ax B)-(4x* B)D,44-x _ 244 —x 


—Ax+8ÁA+B _ 2x - -Ах+8А+В _ 


э» 7 2/3 2x 
2(4-х) ` (4-х) * 2 


-4-4 
-Ax + 8А + В = 4х, ahora por identidad se tiene: 

84-8-0 
x° —3x2 OL de 


Hallar /"(0) si = 
alla f'(0) si f(x) EUM. 


Solución 


/Т1)ш-----27-э А 
(/4-х)/ 4-х 
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.. (2) 


2x 


? (4-1 


_ 2A(4—x)+ Ax+ B 
20-9" 


А=—4 
В=32 


Calculando la derivada de la función f(x) por medio de la regla del cociente: 
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SIS. - d 
зе” 3х2 +2х ЕТ 3x—9 


35 028 $ 


3(x? -2x-3)-(3x-9(2x-2) 





f (х)-14 
(^ 290) 
а 2 _ E 
toon ве: ee => f'(0) =1+ 0 ЕЕ mE 2 
(x^ -2x -3) (0 —3)" 
t EN = 
luego Si: y AAA = /'(0)=-2 


(e° Di) 


(3) si ло) = уі? 3x+V1+2x* , Hallar f'(0)=0 








Solución 
Como se conoce que: Si y=.Ju(x) 507 _ ЭС) 
dx 2 Ju(x) 
e. TETEN ГЭХ 
оу РСВ ЗА) ez 
a 4 tg? 3х--4142х7 ` 24 tg? 3x «4124 2x7 
0+0 0 
24(0--1-0 2 
2.3 
(14) Hallar “ld si pae 
dx 1+ cos? x? 


Solución 
Aplicando la regla del cociente se tiene: 


dy 0 + cos? x^ )D, (14 sen? x^)- (14 sen2x^ )D, (14- cos? x?) 


dx (15608 37) 
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2 Э 
^ 6x? senx? cos x? (1-4 cos? х?) + 6x cos? x^ sen x? (14 sen? х?) 
- > 2 
(1 + cos? pu 


x? 4x4l | 
— _ | sjrx&] 





(15) Dada la función f definida рог: f(x)-4 **4 


х? bx! -5x43 , si 15х52 
| 3 
Hallar el valor de a yb para que f sea diferenciable en < —x, 2 


Solución 


> 
La función /, А: а у /, (x) 2 x? + bx? –5х+3 son diferenciables en sus 


dominios respectivos como f debe ser diferenciable en х = 1 entonces: debe 3 /"(1) 
entonces / (1) = f. (1), donde: 


x? +2ax+a-1 За 


(1) = г (ee — 
(x*a) (I+ a)* 


f. (1) = Gx? +2bx-5) l. i= 2b -2 





como / (1) = f. (1) > =2b-2 ...(1) 


si f es diferenciable en x=] = f es continua en x = 1, la función f es continua en 


x=] — zum fJ (x) = РО) 


3 lim f(x) < lim [(x)= lim f(x) 
A хэ] x>]” 





jo d CER нь x? 4 bx? —5x 43, de donde DE 1 ...0) 
x—1 x+a хаа 144 

3 
luego 28 250-2 y —=b-l 


(a +1)" l*a 
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6 a 


= -5 
(a«)? 1+а a+ 








de donde Їнэ >a=2a+2 entonces a=-2 y b=-2 


Hallar f'(x), si e| > 29 
х“ +2 Р 








Solución 


7 
x +l 





=] eE (dividiendo) 


2 
b oT 
|>: 


p, 
x° +2 X^ 4 


dd 


como V x € R. x? 20 => x° +2 > 2 > 0 invirtiendo 


- 


por propiedad 





























| | 1 l 
0 « — <— => —— < ~ “0 
х^+2 2 2 х^ +2 
sumando ¡Ae 2 sb zs XA ES 
2 x* +2 2" gm 
РТ 
— =0 > f(x)20 > /f'(x)=0." xm,R 

ed Ea 














Calcular f'(x). si f) = 1х [D x] 
Solución 
E Aci 
JG) =llxll АА! six # Z 


por lo tanto f es diferenciable V x e Z entonces f(x) = -1 de donde f'(x) = 0, V xeZ 


Calcular f'(x),si 70) =[|х+[| х | 
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Solución 


Por la propiedad [|x+n|]=[]x|]+1 = п e 2 como [|x|] e Z 
> [1x+[(1x1)1]=(1x1]+[1x1)=2[]x]] luego V x e z, f(x) -2llxl] 


> р(х) = 0 


Si f(x) = «7 «sen? cos 2x) . Hallar rá 


Solución 


Calculando la derivada de acuerdo a las reglas establecidas: 





f abs Sec : =D, pl E a + 25еп(х cos 2x)D, sen(x cos 2x) 
= sec? Сват +2 sen(x cos 2x) .cos(xcos2x)(cos2x-2xsen2x) 
PG) = sec* Z t Sen(- 7.) cos (соз л = sen 7)=1+0=1 5, ro 21 


(0) si х? «y? =8xy Hallar D,y 
Solución 


Derivando implicitamente se tiene: 3x? +3 yD y =8y+ 8xD, y 


| 3х7-8у 
donde despejamos Р, у = — MH 
8x—-3y^ 
ау. a Tux, 
aplicando el otro criterio de: e 28:05») se tiene: 
dx  E,(x,y) 


sea Elx, y) =x? + y! -8xy > E.(x,y)=3x*-8y y E , (xy) =3y? —8x 


dy | E,(x,y) _ _3x"-8y 3x'-8y ; dy Зх! -gy 


dx E, (x, y) Зу? —8x 8x-3y? s dr 8x -3y^ 
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Si sen(y—x2)— Ln(y—x2)+ 24 yx? —3=0. Hallar ” 
Solución 


Sea E(x, y) =sen(y-x?)-Ln(y=x?)+2/y=x? —3 , derivando 

















E E 26а --2xcos(y - x!) + 5 cw - 
y-x y-x! Ут y-x? 
-2x( y - x)? cos( х? ийхийн — 
E, (,) 2250—90 eoo igi х” 
y—x 
) 3 3 
„у^ =x*)-1 | y? 
E, (x, y) =cos(y=x*)- cs ATRIO IIA А LATS £z U^ LETS. 
y-x Agree" y we 
-2x(y - x2)cos( y -x^) 2x - 2x4 y - x? 
1” ance aed у-х? 
dx — E,(x.y) (у= х2 )cos(y -x?) - Le y -x? 
y-x* 
dy _ 2x[(y -x^)eos(y x?) -1Me 4 y -x? ] xd Дре 
ах (у-х2 )со8(у-х2)-144|у-х2 ах 


Si x? sen y + y? cosx-2x-3y+1=0. Hallar - 
Ix 


Solución » 


Sea E(x, у) = x? sen y + y? cos x - 2x -3y 41 , derivando: 


E(x, y) -2xsen y- y! ѕепх-2 y E,(x, y) = x° cosy * 3y! cosx-3 


dy _ EIC 2xsen y — y? sen х —2 


> — + -——. 


dx E, (x. y) x^ cos y 4 3y? cos x - 3 
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Q3) 


Hallar y'= — si tg(x? +y? )+ e" +e” =0 por dos métodos que se han establecido. 
Solución 
Aplicando el primer criterio se tiene: derivamos la ecuación tg(x? +y2)+e” +e” =0 
sec? (x? + y! )D (x? « y?) «e D x2 +e” D y? =0 
2122-2112 ' д БУл 
sec (x^ +y )2x42yy)*2xe 42у.уе” =0 
2ysec? (x? + y2)y'+2 ye” у'= (2xsec? (x? + y? )+2хе* ) 
2 y(sec^ (x? + у?е?” )у'= -2x(sec? (x? + y?) T 


‚ dy _ _ x sec? (x? +y?)+e" 


) 
dx y sec? (x? +у?)+е* 


Ahora aplicando el segundo criterio se tiene: 
Sea Е@ ш) = tg(x? +y2)+e" ke , derivando 
ЕШ 0) = 2x sec? (x? +y2)+2xe" y E,(x,y)= 2x sec? (x? +y?)+2 ye” 


E ЖҮ 102 х? 
и _ жа (х,у) _ 2x(sec^(x' +y")+e ) 
dx E, (x, y) 2y(sec? (x? + y?)+e? 

ECCE: sec? (x? + y!) «e? 


d "NS, 2 г) 
X У sect(x*+y*)+e? 


sen x 


fitr E si y = (x° +1) 
dx 


Solución 


Tomando logaritmo a ambos miembros: In y =ln(x° +1)" * = sen x ln(x? +1) 
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ahora derivando implicitamente se tiene 


Le sen x.D Ln(x° +1)+ Ln(x? +] D senx => y'= y[sen x. 2 
y 


+ cos x.Ln(x* +1)] 





^" 
- 


X° +] 


dy 


&y үүд Р sen 


+ cos x.Ln(x? + 1)) 
х + 


3 = (x^ 4 D *T2xsenx- (x^ +1)" cosxLn(x^ +1) 
X 


dy . 
Hallar — si y=x"** 
dx 


Solución 


Tomando logaritmo en la ecuación y = x^** 


In y 2Inx^?* = cosxInx derivando implícitamente 


> cos x.D, Lux + Lnx.D, cosx de donde 


COS X 





‚ dy = у%зх[©08Х 


1 —Inx.sen x] 
dx 


—1n xsen x] 


COS X 
-Inx.sen x] = x" [—— 
x 


Hallar dy si y= x 
dx 


Solución 


Lnx 


Tomando logaritmo en la ecuación y = x 
In y =In(x""*)=1nx.1nx derivando implicitamente: 


y 2lnx Inx . 
== > y'=2)y— =2x 
y X X x 


Inx dy 
ни n-A 22x57 Ins 





Hallar dy Si X” =) 
dx 
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a 


D 


Solución 


Tomando logaritmo a ambos miembros In x?” = Іп у“ 


aplicando propiedad de logaritmo y Ln x = x Ln y derivando implicitamente 


y'lnx+ 2 = In y + E y de donde (Inx 5) y'= In y - > 
x y y X 


ylnx-x , xiny- xinv— dy 
ous у-у к ys y 7, 557 232 


y i X x уїйх-х dx 


dy Lon x^4x*1 
Hallar — SI Y A sn, 
dx (х-1)75/5х-1 


xlny- y 
ylnx-x 


= [€ 


Solución 


Tomando logaritmo y aplicando sus propiedades: 


In y NEN. e DE =1nx4x+1 а(х 133/51) 


(x -1) 3/ 5x —1 


Iny 2Inx? + Ind x +1 —1n(x - 1 -1n3/5x —1 


ln y = 2Inx Lin 1) - 31n(x -1)-In(5x—1) 


| 3 1 


] 











£ 2 l 3 ] | 2 
=—+—— -—n de donde y'= y[— + 
y x 2x+1 x-1 5x-1 x 2(x+1) x-1 5х-1 


dy x^x 1 ES 3 l 


с ~ —ə-+ - 





dx (x-ly$[sx-1 x 2(x+1) x-1 5х-1 


Hallar dy Si 275 х аг х 
ах 1+x? 
Solución 


Tomando logaritmo y aplicando propiedades: 
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In y = 19 EEES, = |х? 4 In.arctg x —1n(1 +x?) 

1+ x° 
' 2 
Ў „ды = - 23 de donde y A ^ 
y х (l+x*)arctgx 1+х* X (1+x*)arc.tgx 1+х 
dy _ x`arc.tg x 2 ] < 2х 
dx la? WO (de rota 1348 


1 de ] 34 т 9 1 
Hallar dy S] у= A CM 
dx 


VG -3» 





Solución 


Tomando logaritmo y aplicando propiedades: 


(x 4 134 (02)! 
gt ША с Б. 


Eny 
0-3)? 


=3Ln(x+1)+ = Ln(x —2) E Ln(x —3) 














: 2 2 
P : – de donde E + - | 
y х+1 4x-2) 5(x-3) x+] 4(x-2) 5(х-3) 
dy (102) А, 2 








Б (сэр vedo 4(:-2) 50813). 


— (x - Dx -3)* 


Hallar — si 
dx 132 


Solución 


Tomando logaritmo y aplicando propiedad: 


: (21 2х-3)"" 


Tc = 1п(х  220x -3)? Шоб 7 


In =1 
х-2 


In y 2 In(x 2) - In(2x -3)^ —In «-2) ° 
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In y = In(x +2) + - In(2x —3) = Ln(3x —2) 


1 | 1 1 1 




















yu, 

= — == de donde — 

елар 2x-3 34-2 yd ges Es 
y ADO 1 
de ix -2 hu? 21-3 3:9 





) zl 
f(x) = uz Rpta. /'(х) = EL 
3x -2 | (3x - 2)? 











@ 
(2) f(x) = | Rpta. /'(x)- E 
O 











/х +2 2064-2377 
f(x) = хујх+1 Rpta. f'(x) = 2222 
2d x +1 
(4) Рх) 2 Ja-x? Rpta. /'(х) = – = 
4-х? 
(5) f(x) = 2x43 Rpta. pe = 
3(2x +3)? 
(6) f(x) -43-2х Rpta. ru 
x4 = 4x 
(7) f(x) =—, Кра. f(x) == 
х“ +1 (x +1) 
fim s — — эж 
| TET | (ен 
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© © © © © 


O 


© 


& ӨӨ 


‚ 1 
dnd тч 


: Ax+ В 
m р 





3 
f(x)s * +1 





f(x) = ax + 


Ja? + x? 
x 


Р(х) = 


X 
fa =-= 
2 2 
8 те 


f(x) 





X 
2х—1 
f(x) =3* 
f(x) = cos x 


NE ua. 
3-2х 





FO) 


Rpta. 


Rpta. /'(x)= 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


/'(х)у=——= 


E 
(a —. 


FP) 


Eduardo Espinoza Ramos 


kas a T 
f'(x) "HOS 


AD — BC 
(Cx Dy? 
iy". 
ia 2 


X 





pu SS, Sa 
! 2 ax 2x.Jax 


a? 


хуа? + x? 


3 
* 


a 


-x') 


f(x) = ep? 
f' (x) = 3  Ln3 
Р(х) =-sen х 


x Ma 
(3-2x)* 


Calcular la derivada en el punto indicado usando la definición 


f(x)=4/1+9x,2=7 


Rpta. /'(а) = = 





' ] ] 
х) = ‚а= 3 Rpta. /'(а) = 
f(x) E à pta. f'(a) 27 
46 


Кра. f'(a) =-— 


l 
f(x) 2 —^x*x! la m 
X 9 
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© O © G9 


HI. 








х) =(x”°+x)?,a=2 Rpta. f'(a)=60 

10)-4х2-4,а55 Rpta. n= 

f (x) = | a=-8 Rpta Tem Й 

iud K. и ` 

f(x) = — == А. а=1 Ера FO. 

22 | 11234 к beatis 

f(x) 3x-11,a=1 Rpta. f'(a)=0 

f( 2E 4 Rpta. f'(a) 
ш-ттш-1,85 а. = —— 

J (x) E p q 8 

/(х) -4х2-9 а=5 Rpta. fa) == 

f(x) = pes а=2 Rpta. /'(а) = –11 

2x—5 
f(x)-3-45*x а= -4 Rpta. ra=- 


Determinar, cuales de las funciones siguientes son derivables en los números dados por 








Ух ‚ х<4 
Кх) =: ‚Хо = 4 © Го) =] х| , xp =0 
2(x-8) ,х»4 
un „же 1 
f(x) Hx^ -4| ,xp =2лх 22 @ gë; ‚хе =] 


қы el 
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Ix | Ё = А 
—n 5 
Го) = у=! (6) го) -4х1-0хЇ xo =1, 2.7 
x? Е 
ye хи 
Fx) =. ux 
х-2 22 
|Ix-2|] | .x«0 
f(Gx)2512-2x^ .0£x«2 ‚ху 20,2 








х? —4x*2,x22 


X —— 


3 
{| хо 73 








/(х) =3x-31 aye | 


? 
x si x«-1 





f(x) 


. Xo = —] 
-1-2Х si х2-1 


Problemas de diferenciabilidad. 
Calcular los valores de a , b y c para que la función: 


4 
| — 511х122 | | | 
f(x) = | lx] sea continua en x = -2 y diferenciable en x = 2 


ах? +bx+c siļx|<2 


Rpta. дак; b=0, с=3 
4 
Calcular los valores de a y b de la funcion f para que sea derivable en x = 2 


|-3x , SPX $2 


Rpta. а = -12,b = 12 
lax*b Mosi y> 2, 


f(x) = 
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@ 


Halle los valores de a y b tales que f sea diferenciable en 2 sí: 


ax+b , si x<2 


й Rpta. a=8, b=-9 
2х -l,si x22 


СЕ 


Si (х) 43х-81(х-8). Hallar los puntos donde f es diferenciable. 


si x <] 


SE J Бут . Encontrar los valores de a y b tal que / (1) existe. 


[ах+Ь six21 
Rpta. a=2, b--l 


à ax+b, si x S2 
Hallar los valores de a y b de manera que exista /"'(2) si: /(x)= , 
Ю -—- si x2 


Rpta. a= 4, b=-7 


Hallar los valores de a y b de manera que la función: /(х) = m sea derivable 
ax+b, x21 
en todo su dominio. Rpta. a=2, b=1 


jax? +b, si xál 


Hallar los valores de a y b, de manera que la función: /(х)= sea 


1 
Inr: sS x1 
ixl 
! .. ] 3 
derivable en todo su dominio. Rpta. a= = , b= E 


2 22 
Hallar las constantes m y n de tal manera que la función f(x) = PAPAS, xai 
—-4mx+n, х»-1 


sea derivable en x=-1. Кра. m=2,n=10 


ч J ЇН-х,2 
Sea f la función definida como: f(x) — 


> , donde a y b son constantes. 
lax" +bx, x21 


i) Sila función es continua para todo x ¿Cuál es la relación entre a y b? 


ii) Determinar los unicos valores de a y b que hacen a f continua y diferenciable. 
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Si f(x) =|x—3 |° y 0 ¿Sea f derivable en x = 3? 


Dado f(x) =(х—1)[|х 1], trace la gráfica de f para x e [0,2], halle si existen f (1), 


feu, FU 


Dado f(x) =(5—х)[| х |], trace la gráfica de f para x en [4,6], obtenga si existen / (5), 


Г. (5). f'(5) 


Dada f(x) = (х-–а)[ х |] , demuestre que: /' (а) +1 = f'(a) 


Determine f'(-3) 81 f(x) = (| х | -xx 


Hallar la derivada E si 








ре 
= | NT. Rpta. 
(x+a)” (x+b)y 
y === Rpta. 
di A^ 
- 4х-а Rpta 
bem | 
ОТЕРИ 
y 2x 2х +1 Rpta. 
x 
34.3 2 
yd нах Крка. 
" 
y = (3х° +4x+8)W/x-1 Rpta. 


Rpta. $ 

dy A" n(x + a) + m(x + b) 
dx (x a)" (xa p)" 
@ э гийг an. 

dx (а? -xly 

dy _ Уа(Чх-ма) 
dx 24х4х-а(4/х--(а) 
dy а х-1 

dx х24/2х2 -2х-1 

ДХ pat ахад. 

= (х 3x22 

ы mk 
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n 


- X 
(14 x)" 


NITE 
а 2 





y =(x+a)” (x * b)" 








NE ETE 2-1 NUT Am -1 
p EVE -1-х7- 
E 
\1+./х 
|| 4x«6 
Jx? +3x+4 
сэн 
уа ES 
2x +1 
_ Nas bx Мах 
Ма + bx + Xa — bx 


32 

"T3 
E + х5; 

2х-1 


у= "(1-х)" (1+ x)" 








1+ 2” 
у а ї 
1-х" 


TE 
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dy нх"! 
Rpta. 4—2——— 
dx  (x41)" 
Rpta. mi M. 
dx x° 1-х? 


Rpta. ФУ (4 ay" | (x 4 b)" M m(x +b)+ n(x + a)] 





Rpta. a m (x? +1 TT 
dx 47 -1 
ау 1 
Rpta. — = -——————Z——— 
dx 20x +1) Vx — x2 
Rpta. _ АЕ , 


dx (x^ +3x 4 4)? 


| 25.3 413 
Rpta. d „МЕ in up = : 
dx (2х° +1) 


Вр === |) 


2. seams 2 
Rpta. dy 5(2х = 13) х Pri 
dx (2x - 1) 2x -1 
Rpta. dy = [Ë — m) "in тул. ушыр. ушп 
dx m+n 





dy. 2x (1-х) j?^? 
dx (1-x') rad 


dy _ UE 
dx 8 x x+ 4х dx ec x xx 


Rpta. 





Rpta. 


сл 
— 
oo 


@ @ 


© & @ ® @ 


@ 


o9 © Ф® © 


у- НА 








— v1-008x 
414 cos x 

COS X 1 X 

= ——In(tg—) 

Ч 2sen?x 2 2 
tgx—-tg x 


1-61g? x4tg^x 








_ e"—e * 
у = arctg — — — — arc.tg 
e” +e 
cos 23) 
y =arc. 
ZH gi] 





arc.ig(e" | E ) 


l 
y = 
"^  mdab 


| ох? ас. tgx Lnr 


у=—=е 


Jx 


sen a. sen x 
y = arc.sen( 


b+acos x 


y = arc.cos( 
a +b cos х 


A, 
+ Lx 


l — Lnx 


) 


y= sen? ( 


l—cos a.sen x 


cosx + 2sen x 
senx — 2 cOS х 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Rpta. 2. 0-34/1-3/х ) 25 EE TEA 











dy i 1 

dx cos? 4х 
G A 
dx  cosh2x 
dy_ Due 





dx gone 


ду. 1 
dx  ae"* +be""* 


x?arc. te vezn] 











dy -(2х- l : ¡o A 
dx l+x* Ax 
Ra, = злее Ж 
dx  1-cosa.cosx 
dy la? —p? 
Rpta. — = — 
dx a-cbcosx 
РР sen[2(- е 
Rpta. 22 = HF 
dx 4х(4-4Хх) 
Rpta. dy = е8 Morem )] 
dx Бод Х 
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ju x 
y = tg = Rpta. 
1+е 
2 l X 
y -— arc.ig x +-arct - Rpta. 
a Ë 3 [C 2 p 
у= Ln(tg >) —c tg x.Ln(l + sen x)—x Rpta. 
L Ju l 
'=—In(——)—— arctgx Rpta. 
күл mem 8 р 
y =1n(x + 4x? KT Rpta. 
y- Jxarc.sen 4x 441-х Rpta. 
y =Ln(/2sen x +1 + 42senx-1) Rpta. 
m pum Rpta. 
| —sen x 
y =Ln(3x* Као +1) Rpta. 


In 414 tgx+] -2./tg x 


J4tgx+1+2/tgx 


MET. ГАВ Rpta. 


21n? (sen х) -3 


la] 
у= 3 Varc.sen үх? 42x Rpta. dy 


Rpta. 


уе 





4у 
ах 


Фф 


dx 


dy 
dx 


Lo 


dx 


dy 


dx 


dy 


dx 


dy 
dx 


dy _ 


dx 


dx 84x? -2х41-х2 -2х(агс.веп 4x? +2x) 
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-26” 2 1-е" 
Mu Ss qu 
(14 e") 1+е* 


) 


 l«x* 


NL d 


. Ln(l-*sen х) 


sen? X 











- = arc. Sen y x 


COS X 


| 4sen? x-1 


l 
COS x 





dis бй 
49x^ 41 
2sec? x 
Jtg x(4 tg x +1) 


> 24 1п(ѕепх) сір x 
41n* (sen x)-9 


x+] 
3⁄4 
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y = arc.tg (Ln(ax+b)) Брна, — — —— __ 
(ax + b) + Ln” (ax + b)) 
-— Rpta. d» la cec 13) 14) 
i dx 12 Ln? (sen(x+3)/4)) 
y =1n? x-In(Inx) Rpta. dy = 2Ln' x -| 
dx xLnx 


y -(2-x?)cos x? + 2xsenx? 


d , 
Rpta. zm = 22x cos x? + (x? -2)2xsenx? + 2sen x? + 6x? cos x? 
x 


Í " 
y =sen(cos i x) cos(sen : x) Rpta. ЭС = —sen2x cos(cos? х –ѕеп? х) 
х 
йу 
у = ѕеп(ѕеп(ѕепх)) Rpta. EE cos(sen x(sen x)) cos(sen x) cos x 


у= sen? (sen? (sen x)) 


Rpta. ан = 3 sen? (sen? (sen x)) cos(sen 5 (sen x)).sen(2 sen х) cos Х 
x 


y = sen((sen! х! 12171 Rpta. Z = 343x 8x! .cos x ! (sen? x! +1). cos(sen' xb 1)' 
x 


у= sen(x? +sen(x? «sen x? ) 


Rpta. -— = cos(x? + sen(x? + sen x° )).[2х + cos{x? +вепх^ )(1 + cosx?)2x] 
X 





x ч dy l-N1-x? -2x? X - 
MIT. Vm. Rpta. — =n — ш) 
exl -x? dx 1441-3595 (1441-52) 

у-(4х-1-41х-1) Rpta. ---2(4х4144х-1)/ (+=) 
dx 4x41 x-1 
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3 
X 


y = —_== 
3l «x?y 
у-(х-4-х)у 
Si f()=—> у= f(—). Hallar 
x^ +1 x+1 


(х-1) (x —2) 


=] 
AAA Y 


y = 22198 3 + (| _агссоѕ 3x)? 


y 7 In(arcsen(5x)) + arcsen(In x) 


Derivación Implícita. Hallar 2 si: 


е? =x+ y 
Іпу+ 2 =% 


arctg Ë 3 + y?) 
x 2 





3$ Ээ? 
х+ у 
X 
xy = arc.ig — 
y 


dy 


dx 


Rpta. 


Rpta. 
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dy. 2x (x° —x+1) 


ta. —— 
Rp dx (x? ipi) 


ра. Z = n day) 


dy 31n22*7" "  6(1-arccos3x) 
dx 41-9 41-9x? 


Ea. e ! 
dx 


41 —25x? arc.sen 5x хэ —1n x? 


dy _ 1 
dx с7-|1 





Rpta. 


Rpta. 23 2 
dx х-у 





Rpta. Жи am 
dx x-y 
dy _ 2y 


dx 2-З3у(х-у) 


Rpta. 
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D 


x sen у— cos y + cos 2y = 0 
y sen x — cos (x — y) = 0 
Sen xy + cos xy = tg (x + y) 


x! +ax”y+ bxy? +y=0 


X — y = arc.senx —arc.seny 
x? —afxy+y? =a 

2x* y? - Ax^ у + x? y? =6 
y E +3x*y=x? =ë 


Jy y =x 


{ху +2x --4/у 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


dy 
dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Na LE AN 
dx  2sen2y-seny-xcosy 


sen y 


dy | усоѕх+ѕеп(х — y) 
dx | sen(x—y)—senx 


| y cos ? (x+ у)(соѕ xy —sen xy) - 1 


x cos? (x + y)(cos xy —sen xy) —1 


dy — Зх? + 2axy+ by! 
dx ах +2bxy+3y” 


dy 2427-2137 


ах y y 


dy у-у a?) 
dx 41-х20-41-»2) 


dy _ 4x xy + y 
dx 4y4 xy + ax 


dy у д^ Ap? 341 
dx — x 2x^ -8y* +1 


dy 5x'-4xy! -12x)y 
dx = 5yA  6x* y? +3х* 


ау _ 1 
dx 


pa 1 1 
— + == Bj. 
2./у 3 y? 44у 

dy _4Jxy+y 


dx 4x —x 
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X — y = arc.senx — arc.seny 


y = x + arc.tgy 


x! 42x! y- xy! +2y? 22 


x! -3axy4 y! =a? 


> 
ә 

` 
ы 





hy 

+ 
| 

II 
мә | -3 


x! + xy? =x? y 
4 


(x y) *(x-y)! 2x* +y 


(x+y) +i- =x°'+ y' 


(x+ y)y? =x-y 


Derivadas de las funciones y = (/(х))&) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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dy _ 3x? + 4xy- y? 


dx 2xy-2x* -6y? 
dy _ ay-x? 
dx y!-ay 


dy E 2xy - 3x? zy 
dx 2xy-x? 


dy 2x!-3x!-3y' 
dx 6xy-2y! 


dy _ 3x* -4y 
dx  4x-3y? 


dy 1-y 


` dx 1+3ху2 +4у? 


y=(x? +1)" Rpta. 202 (x? +1)°* (cos х. тх? A 
dx х? +1 
yze" Rpta. _ — x” х" (nx 1) 
dx x 


Cn 
ы 
+ 


© O © © @ © 


© © © 


© Ө 


©) 


-(Lnx) 
y = (senx)'^* 


y = (cos x)* 


(x-2? y 


1 3|(х + 2)? л o чё 


Rpta. 2 = (ѕеп) 


Eduardo Espinoza Ramos 


рка. Lx зу s In( +x’) , 2xarctgx, 


1+x* l+x 

Rpta. dy = y" 2* Ln, 

dx x 
Rpta. DU х*®* (—— SEn cos xLnx) 

dx 
Rpta. 2 a 2x" Lnx 

dx 
Rpta ay = (Lnx)(Ln(Lnx) + d j 

` dx Lnx 


Rpta. 


Rpta. 
ta. — 
Кр ах 


Крга. 


Крга. 


(х 2)” 


COS x 


dy _ ,-W= Enx 
z n 


(c tg x cos x ^ sen xLn sen x) 


2 = (cos x)” (Ln COS x —x tg x) 


dy xLny-y y 
dx yLnx-x x 


d ext Роу РАА 





р oz 


9 








- ws Jo 3 FW VV а 2 "x EY 
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NN 2 Rpta. Y e P ARS S Ч! 
4G -0? (x -3)! 5 au - (х— 3^ 2Z(x+1) 2(x-1) 2(x-3) 
y +1) Rpta. dy x'*6x' +1, x(x? +1) 
d A de 3х1-х9) {02 -1) 
| (xz2) x1 £d dy — 2(x-2)6? «11x 41) 
(x-5) dx aa a+ 1) 
_ (x+) 4 х-2 Rpta dy _ 57x2 —302x+361 (х+1)24/х-2 
a —3)? dx 20x-2Mx-3)  sla-ay 
Derivadas en un punto 
Si et . Hallar a, Rpta. бл 
g dx х-2 pta. 
Si f(x) =tgx y р(х) = Ln(1 —x); Hallar E Rpta. -1 
Si (х)=1—х y g(x) -1-sen X, Hallar 80) Rpta. 0 
2 Г 
Calcular f'(0) sí f(x) =e * cos3x Rpta. -1 
Hallar f'(1) si f (x) =1n( + х)+ агсзеп х Rpta. 9 
Si f(x) =In(tg2 e SY Hallar ro Rpta. 4/2 
А З: pr à 1 
Sí f(x) = ALnx . Hallar f'(e) Rpta. єв 
е 
Si /(х)-6” senm. Hallar f G Rpta. ле? 
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ЖУ. BA ый Hallar /'(— 2) Rpta. -1 





-— arcsen( tgx ) 


41-82 х 


L2 
Dada la función f(x) Р M" , 27 
|, £ = 


Hallar y' sí у = arcte 


; Demostrar que f'(0)=1 


Z вех E 


m k +0.21/]+ x? cos. x «0 
x 


Hallar /'(0) si existe, usando la definición de derivada. 


Si y 3 = 3J5x2 +3x? y? Calcular = parax=1,y=1 


n. 


5—8x 


, determinar los valores de m, si 
M2x- 7 


Dada la función  f(x)- 








9 ] ] 
2 +4)/(——)=13m.f'(-— 
(m )/ ( >) m. ` ( >) 


Si /(х)-со8 (хєл), hallar f' O 


Si f(x) 24x 1e Y*" , hallar f'(0) 





Si f: I R es una función derivable en el punto x = a, (a e I), entonces la ecuación de la 


recta tangente a la gráfica de f en el punto P(a, f(a)) es dado por: 
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Si f'(a) * 0, entonces la ecuación de la recta 


normal que pasa por el punto P(a, f(a)), es 
dado por: 





Para el caso en que /'(a) = 0, la ecuación 


de la recta normal es: x = a. 





Llamaremos longitud de la tangente, al segmento de la tangente comprendida entre el eje 
X y el punto de tangencia y denotaremos como: L, 2 d(A,P). 


Llamaremos longitud de la subtangente al segmento AB que es la proyección ortogonal 


del segmento AP sobre el eje X, al cual denotaremos como: Ls, =d(AB). 


Llamaremos longitud de la subnormal al segmento BC que es la proyección ortogonal del 


segmento PC sobre el ejeOX . 
De la ecuación de la recta tangente L, : y — f(a) = f'(a)y(x—a). 


Calculamos el punto de la intersección A con el eje X, para y 7 0, entonces: 


NW wn 
f'(a) fa)... 


como el punto de tangencia es P(a,f(a)) 


X-—a 


L, = d(A, P) - f d 4 +(f (a)! = Longitud de la tangente. 


J (a) 
Га) 


Ls, = d(A, B) | = longitud de la subtangente. 


(x — a) , calculamos el punto C de la 





De la ecuación de la normal L, : y- f(a) = – ` 
f'(a) 


intersección con el eje X. 
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Рага y=0 > хэаа-/(а)/(а) > С(а+ f(a)f'(a).0). 
Ln =d(P,C)=| f (a) i GP" c)? — longitud de la normal. 
Ls, = 4(В,С) =|f(a)f'(a) = longitud de la subnormal. 
Ejemplos: 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y = x^ —3x en el punto 


(2,2) 
Solución 
ca. TN _ ду... 
Calculando la pendiente = mL, = — l»r2,2) Pero como у= х -3x— 2- ж —à. 


Entonces mL, E 2 =12-3=9 
dx 2 
Luego L, : y — уо =mL,(x—xp), de donde Ї,:у-2-9(х-2) => L,:9x-y-16-0 
1 ] 
como L, 1 L, — mL, TES entonces L, —À 9 
L, :x+9y-20=0 


Hallar la ecuación de la recta tangente y de la normal a la curva х? + ў? —2xy=0 en el 
punto P(1,1) 

Solución 
Para calcular la pendiente de la recta tangente, en primer lugar calculamos su derivada, es 


decir: x?^4y?-2xy20 => 5x*+5y"y-2y-2xy'=0 


2y-5x* 


(sy -2x)y'2 2y -5x* > у= 
5у —2x 
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entonces L, :y—yoə =mL,(x—x0) > L,:y-1=-—<(x-1), de donde L,:x+y-2=0 


como L, L L, = mL, =1, entonces tenemos que: 


L,:y-l2x-1 > £, :x-y=0 





a) Representación de curvas en forma paramétricas 


Las coordenadas (x,y) de un punto P de una curva pueden ser funciones de una 
variable t llamado parámetro, es decir: 





A la ecuación (a) se denomina ecuación paramétrica en donde cada valor de t le 
corresponde un punto P(f(t),g(t)) del plano XY. El lugar geométrico que describe los 
puntos f(t) y g(t) se denomina curva parametrizada de la ecuación paramétrica, para 
obtener la ecuación cartesiana se elimina el parámetro t y de esa manera se 
obtiene una ecuación de la forma cartesiana y = f(x) ó E(x, y) = 0 


Ejemplos: Trazar la gráfica de las siguientes ecuaciones paramétricas. 


(1) x =2t, y =-St 
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Solución 





Ejemplos.- Trazar la gráfica de las ecuaciones paramétricas pasando a coordenadas 
cartesianas 


(1) x = -] + cos9 , у= 2 + 25600 
Solución 





x=-1+c080 x+l=c0sÓ0 (x+1)? =cos? 0 
> = < 
=2+2sen0 -2 25? 
у > = sen -— — sen? 0 





sumando ambas ecuaciones se tiene: 





2 
œ+) 979-1 que es una elipse 


Solución 
Eliminando el parámetro t para obtener la ecuación cartesiana 


4 =1 
| => ху= 1 ecuación cartesiana cuya gráfica es una hipérbola. 


|y 
t 
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Derivadas de las Ecuaciones Paramétricas 

Consideremos dos funciones f y g derivables en un intervalo (a, b]. tal que: 
i = Ki) 

...(®), son las ecuaciones paramétricas 

A -80) 
ау . 32 f 

La pa donde x e y están dados en forma paramétrica, se obtiene aplicando la regla 

X 


de la cadena, es decir: 














dx : 

00 as w "q uU em 
= . entonces: + SN E =; f (0x0 

m А 5 ах dx ДУША 
y = ) ау = p' (1) dt 

dt 

| UP. БА). у) +0 

“le” PA 


Para obtener la segunda derivada, se aplica nuevamente la regla de la cadena, es 
decir: 
f'(0g" 0)-g (0/70) 
d'y _ d (dy (Sy 
a aras dr fu s 140 
dt 


d dy d (ЕЧ) 


Nu dt га) 








d'y | SO 0-8010 
ах” СО 
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| dy | ры; 
Ejemplo.- Calcular la derivada T de las funciones dadas en forma paramétrica. 
X 




















y = —— 
O [+] 
1e. 
y = (— 
1+1 
Solución 
| ar 1 21 
x = — “Az; тү ma у \ ) 
1+0)? dy y + 20-11 2 
cu É> ша: de donde Сэр oah aioa 2 Бус: ш РР Е 
MEZ" СЭЭР йг Ч, Lc | (14-0) Itt 
1+1 jm (1+0) 
T. АС LI 
dx 1-1 
цах > 
л 
(2) ) = рага г == 
— : 
Solución 


x = a(t —Sen t) x, = а(1 —cosS г) 





— 
ic Tests y, = q sen f 


dy y, asent _ senl 


— 
— w — M МЛ  . ———— € 


dx x, 4(1-с05/) 1-cos! 





dy l dy 

— lena ,=— =| “жт TTi = 
dx |— 0 dx 
Ejemplo: 


. 3 3 
Encontrar las ecuaciones de la tangente y normal de la curva x=17 +1, у= 1° +21 en el 
punto donde t= -2 
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Solución 

PET X, — 2 : 

Dia ыла. dy 7 
| 2 entonces — =— = „=——|›=-— 
| | | у 265, 21 2 
РИ. — yo cA 

> 
el punto para t = -2 es P(5,-12) por lo tanto £,:y+12= “эргэ! 
=i ) 





# „= = — 
HE. 7 


2 
por lo tanto L, : v 41? =н) 





a esta función le llamaremos la segunda derivada de f y si la función f''(x) se vuelve a 


derivar, se obtiene otra función: 





y lo llamaremos la tercera derivada de f y asi sucesivamente se tiene, que la derivada de la 


función / " P (x) es: 





y se denomina la n-ésima derivada de f con respecto а х. 
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NOTACIÓN:  /'"()-D'f(x)- f(x) 
a) Propiedades de las Derivadas de Orden Superior 


Si D' f(x). D р(х) existen en un intervalo entonces 


(1) р") = (0) = D? f(x) + D? go 


(2) О (f(x)g#(x)) = » О” ^ у(х) (х) (Regla de Leibniz) 








kaqa 
| т! mon” : 
X si0<n<m 
(m — n) 
O) D x” =+ n sin=m 
() sin>m 





Ejemplos: 


| 
(D Hallar (x) si f(x) =— 











x+] 
Solución 
| l ' i 
Лх) =— > J'(x)=- -. 
nl (x +1)” 
1.2 
LE: - " 
(x+1) 
! —1.2.3 
+ (e ^ 
(x4 1) 
-1) (0.2.3.. та -1) p! 
("Qf 1) (1.2.3...) O (-1) п 


(ey (amy 
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(2) наг f“) (x) si Дх) = Ln(x + a) 











Solución 
f(x) = Ln(x +a) > f'(x)= 
(х+а) 
f"(x)= “w shka 
(x +a) 
. 1.2 
f" (x) = 
(x +a) 
f '" (x гуй 1.2.3 
(x * a)* 
y 1.2.3.4 
f" (x) = - 
(x4 a) 


0 ^ 12 mesh (e up 


Tu (x) = ” i rac (x) == m 
(x+a) (x+a) 
G) Demostrar que la función y=Ax”+Bx!”, satisface la ecuación diferencial: 
n(n-ly-x?y" -0 
Solución 

у= Ах" + Bx" = y=nAx" -(1-п)Вх"" 
n(n -1)y 2 n(n Dx" + n(n-1)Bx ^" .. (1) 
y'zn(n-DAx" ? -nl - max"! 
х? уа п(п 1) Ах" +т(п—1)х! ” .. (2) 


Luego restando (1) у (2) se tiene: n(n—l)y -x? у"-0 
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5 senh х cosh х 1 PE ; 
(4) Demostrar que la función у = 4 + B-———-, satisface a la ecuación diferencial: 
x x 


x*4 4 2xy—3* ys 




















Solución 
ТЭР ¡PAST Бэй peu com Lad coshx 4 p Senhx 1 (4 senhx +В postre. 
x^ x` Me у X 
y 
senh 
=A cosas — ДЕНЕ a , derivando nuevamente 
Х Х х 
M xsenh x ~ cosh x xcoshx-senhx. xy- 
"= AA B— —— — 2-2) E deri 
g X X^ 
senh x cohx 1, coshx senhx. xy'—y AE ху'— 
= А ——— + B———-—(A 48----)- - = Зээ илэг 
Х Х Х Х Х x^ X Х x 


2 ! I 2 ! Li 
"MES ar ima ty 3 y —3 = 
y IAE AIR авдбийг x! y'«2xy -x! y 20 


2 2 
X Xx 


Muestre que (e^ cos bx) =r"e* cos(bx + пф) determinando r y еп función de a y b 
Solución 
(e^* cos bx)Ü = ае“ cos bx —be'" sen bx =e“ (a cos bx — Б зеп bx) 


137125 ш b 
= Vda? +2 е“ [008 bx - === sen bx] 


Ja? +b? Ui cb 
7 7 ax 2 2 ах 
= Ya? +р e” (cos ф cos bx — sen ọ sen bx) = 4a? +b" e” cos(p + bx) 


pues en el siguiente gráfico se tiene: 
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(e” cos bx)? = Ja? +b? [ae” cos(bx + 9) - be^ sen(bx+0)] 


a e” cos(bx та Ф) £ p sen(bx s p)] 


b 
Ма? +b? Ja? +b? 


= (a? +b” e" [cos g cos(bx + p) – ѕеп psen(bx+ @)] = (a + b^ e" cos(bx + 29) 


= (da? +b? | 





En forma similar obtenemos: (е“ cos bx)? =(/a? +b? )! cos(bx+3p)e” 


Luego por inducción, para un neZ', tenemos: 


(e^ cos bx)” = (Ja? + b? y” cos(bx ng)e^ 


y se pide demostrar: (e^' cos bx)? =r"e” cos(bx + пф) 


үтте Ь 
entonces "= үа? +b? y ф=агсїр— 
a 


(6) Si f(x) = a sen 3x + b cos 3x, Hallar los valores de a y b tal que se cumple la igualdad: 
f'(x)+4/'(x)+3f(x)=10cos3x 


Solución 


| f'(x) = За cos3x —3bsen 3x 
f(x) = a sen 3x + b cos 3x => , entonces: 
lr ''(x) = -9a sen Зх — 9b cos 3x 


-0a sen 3x — 9b cos 3x + 12a cos 3x — 12b sen 3x + 3a sen 3x + b cos 3x = 10 cos 3x 
(-6a — 12b) sen Зх + (-6b + 12a) cos 3x = 10 cos Зх 


igualando coeficientes se tiene: 


2 
|-ба-128-0 | | li 
, resolviendo el sistema 

|-6b+12a=0 
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- 8 
Encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva y — 4 en el punto (2,1) 
+ 


Solución 


dy d ] 
Se conoce que mL, = шад |,-> , de donde m — Y 
dx dx (x^ +)? 


16x 32 32 ] 
|. =- = == 


Luego mL, 2—-—— —- 
ETT SPP 1, 8^.— 64 «n2 


L,:y-] --20-2. de donde £,:x+2y=4 


Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva x` + у? —2xy =0 en el punto (1,1). 
Solución 


Primeramente calculamos la derivada, es decir: 


5 dy ^ 
p + y" -2xy=0 > 5x? 4554€ 5, ID 
dx dx 
2y-5x* 
(5y* 95 2" — 5 ttd sb HI 2 
dx dx 5y —2x 
ero como mL A _2у—5х^, E E NS 
p PL Pa) s 4» Р(14) 5-2 


además L,:y—-y, =mL,(x—xo),dedonde /,:Х-Уу-2-0 


T" 3 
Encontrar una ecuación de cada una de las rectas normales a la curva y = х` —4x que 


sean paralelas la recta і: х + 8y— 8 = 0 


Solución 


Сото L, L, y L, l| L:x *8y-8—0. entonces: 
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L LL, —» mb = а donde mie 
L 8 


m 


| 
por lo tanto: mL, = “эр 6 v AD 


8 


, 3 3 
Además sea Р, (ху. Уу) un punto de la curva y=x" — 4x entonces yy = x; —4xp 


ty > 3 

mL, = |. -3х7-41,. -3х0-4 ...(2) 
dx 0 ai 

igualando (1) y (2) se tiene: 3x4 -4=8> xú =4> х =22 


para Xo m. Уу => Р, (-2,0) y X0 шид, Yo = Ü: P, (2,0) 


como Z,:y-yg- mL, (x — x9) , entonces se tiene: 
l 1 
1,:у-0=-=(х+2), L:y-0--L(-2)| 


. Ф "= > y a 4 
(4) Demuestre que para la hipérbola cuya ecuación es b? x^ -а? p = a? b! , una ecuación en 


la linea tangente еп (Хо, Ур) 68 b?xox a ygy =a*b? 


Solución 
Calculando la derivada se tiene: 253x242 2* 210 = dy = Бх 
ах ах а 2 y 


51 (xo. yo)es punto de tangencia de la hipérbola entonces: b2 xó -a* Ж =а?Ь? 


2 
_ dy ¿p _ b ху 
además mL, a = emos 2 neo Él 
ax a y 0 


box 
como L,:y—yg =mL,(x—xp) entonces L,:y—- yg 2——-(x—x) 


а yo 





540 Eduardo Espinoza Ramos 
L «уу на” ys =b*x0x—b*x; 
E 'b `x x—a ууу =b" xé -a? yi =а*Ь” 
Е, :b?xpx -a* ygy =a*b* 


Ë . 2 2 m , 
(5) Demuestre que la elipse cuya ecuación es: b*x^ «a^ y? = а?Ь? , una ecuación de la línea 


tangente en (xo. Ур) es b’ xox taa yay -a!b! 


Solución 


Calculando su derivada se tiene: 25? x «2a? y -= =0 











dy_ bx d 
de donde: 2 =-2. como mL, = => |, UT ' 
X a^ y dx 0o* 0570 
b!x | Ь°х i 
entonces : mL, =——— | Po (xs, yo) = — 0 además 
a y a^ yg 
р е 
L,:Y=Yp = ті, (х- хо). entonces: L, : y- yy 2 ————(x—-xo) 
a` yo 
Ё, b" xax ta^ yay za? b? 
(6) Encontrar la ecuación para cada una de las rectas que pasan por (-16,-3), y que sean 
x-1 
tangentes a la curva y = 
x+3 
Solución 


El punto (-16,-3) no está en la curva, entonces para calcular la pendiente tomamos un 
punto de la curva P(a,b) que es por donde pasa la tangente. 


h+3 
a+16 





Calculando la pendiente mL, = asd) 
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| ly 4 4 
además mL, = dy | (4.5) donde 87 - ~ entonces mL, 5----2 «.(2) 
dx dx (x43) la 890 
: Е +16 
igualando (1) у (2) se tiene: jo - d 3,5829) =b ...(3) 
а+16 (а-3) (а +3) 
como el punto Р(а, b) pertenece а la curva, entonces satisface а la ecuación 
gel 
b- ... (4) 
a+3 


- 4(а +16 
ahora reemplazando (4) еп (3) se tiene: les i =з ы ды 
а+3 (a +3) 





simplificando se tiene: 


а? +4a-10=0 = a=-2+414. a 22-4 


414 -3 4 


para G. 3. b= .—mL —— —?'”A 
J14 +1 ^ (0414 





- (x 416) 


4 
“(04414)у 





4 
L, =—— 
5141 TN E 


4 
L, : y +3 ===> (x +16) 
(1-414)? 
(7) Hallar la ecuación de la tangente a la curva x? y = x 41 cuya inclinación es de 45? 


Solución 
Como 45? es el ángulo de inclinación de L, , entonces: 
mL, 5ig45' =1 — mL, =1 ...(1) 


: 2 x+1 1] l | 
además xy” y = x+] 2 y =——  =—+—.,. derivando 
x X x^ 
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; l d ей 
E sees ecc Dun. admin siia) 
dx Ж” х? ах a? a? 
: | ] 2 3 
igualando (2) y (1) se tiene: —— ——--1 dedonde a +а+2=0 —a--1 
” 4 





l 
como p (a. b) pertenece a la curva > b = cdi para a = -1. b = 0 = P(-1,0), 
a 


L, : y —0=YMx+1), de donde L, :x- y+1=0 


Si una recta tangente a la curva x^ -2x^ -х+у=0 en el punto (-1, 0) es también 


tangente a la misma curva en el punto P(a, b), hallar las coordenadas de P. 


Solución 
_ dy » 3 » 
Como mL, = eh | (-1.0) = (1 +4x-—4x ) lpc-1.0) =] .. (1) 
mL, = Clan =1+ 4а 403 (2) 
(LX 


igualando (1) y (2) se бепе: 1+4a-4a*=1 = (1-а?) =0 >a=11>a=1 


como P(a,b) es punto de la curva entonces: a^ 2а? —a +b=0 рагаа= 1 2 = 2 


El punto es Р(1, 2) 


Probar que la suma de las intersecciones con los ejes coordenadas de cualquier recta 


2 22 3 (TS ^^ 
tangente a la curva o y! > = b? es constante e igual a “b” (b > 0) 


Solución 


Calculando la recta tangente x? +y? «p^ — Е 
X X 
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mL, = = — [Yo 
dx Vxo 


Ü 


У 
E. = y — yo = “үх, s 





xo y + vox — Yoa Xo — Хе yo 70 
E 1/2 1/2 
YX + d yo x -4| ХоУд(Хо ^ * yo 7) = 0 


E эт - | | 
LE 515 pub ы yoX 7 xoyob. ^. Ahora calcularemos las intersecciones 


AeL,^ejex > y=0, x = [xp b^ y BeL,^ejey > x=0, y 24[yo Б^ 
por demostrar que x + y = b (constante). 
Luego x y s fx, pa ey, o? -(/хо M yo )0!? =b"? b”? =b 

n х+у= 0 


(10) Encontrar una ecuación рага cada una de las rectas tangentes а Іа curva 
3y 2 x! —3x^ +6x +4 que sean paralelas a la recta 2x — y - 3 = 0) 


Solución 
Se sabe que L, // L:2x—y * 3* 0 => mL, =mL=2 (1) 


dy 
Además 3y 2 х? - 3x? 4 6x +4 > d —2x42 
х 


como mL, = 2 [Бн =a e 2а+ 2 ‚..(2) 


Ahora igualando (1) y (2) se tiene: а? -2а+2=2 >a(a-2)=0 => а=0,а= 2 


además el punto р (а, Б) pertenece а la curva entonces: 
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3 2 4 4 
3b-a -3a^*6a*4 > paraa=0 > ааг = р(0.-) 


2: у-ү-2Х-0, de donde L, : 24 yel 


para a = 2, b = 4 => p(2,4), Ё -у-4-12Х-2). de donde L, :2x-y=0 


Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x y? +2x-6=0,en 


el punto cuya coordenada es y = 3. 
Solución 


Calculando el punto de tangencia para y = 3 
х? +2х+3 = 0), Ahora resolveremos la ecuación 
Es la única solución real 


Luego el punto de tangencia es: р(-1, 3) 





Ahora calculamos la pendiente de la recta tangente: 


Para esto derivamos x? + у? +2x-6=0 de donde: 





2 
3x? 4239855 -0 de donde @ =- et 2 
dx dx 2y 
, 2 5 
evaluando en el punto p(-1,3) se tiene: mL, = =: (1.3) = ML ИЧ ма” 
у y 


la ecuación de la tangente es: L, : y - yg =mL,(x—xp), de donde: L, :5x+6y-13=0 
también: L, :у--3 = го +1) de donde: £,,:6x+5y+21=0 


Demostrar que el área del triángulo formado por los ejes coordenados y la recta tangente, 
en cualquier punto a la curva de ecuación xy = 5 es siempre constante. 
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Solución 


Primeramente encontraremos la recta tangente, 


5 : 
como: ху = 5 => у= — entonces su pendiente 





x 

dy 
es: mL, 2 lp ss 

dx 

5 
mL, нил: E ажээ 
хэ Xo 
š 3 ( 2 2 
L,iy—-yg—-—-(x-xgq) > L,:5x-*xQy- yaka + 5х, 
Xo 


encontrando las intersecciones con los ejes coordenados: 


_ (ухо + 5)Xo 


AeL,^ejex => y=0 = x 5 


Xo +5 
BeL,^ejey > x=0 > ye 0 
Хо 


I - xy 
área del triángulo = ur constante 


— 


Are ----------- — _— -— 20 
5х, 5 5 


(13) Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva: 


y= 15 ХЭ 5-х745-х797 „enel punto de abscisa 2. 


Solución 


y= 5+ x? 5-2 x?^45-x^" elevado al cuadrado 


y? = 5+х?+[5+ x? 45e x3... de donde y^ 254 x^y 
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ahora calculando el punto para x=2 > у?-5-4у > y? -4y-5=0 
(у– 5)(у+ 1) = 0 у= 5, у= -1 состо y>0 = p(2,5) 


derivando y^ = 5 +х 2) se tiene: 2yy"= 2 xy + g y' 





(2у-хЭУ 5 5. эн, 
dx 2у-х" 

mL, adi CUP С 
ESE P 4x 2 


como L, :y— yo =mL,(x—xo,).dedonde L,:10x-3y-5z0 


l 
como L, LL, > mL, =-— = s 
mL, 10 


L, :y-$e- x-2) por lo tanto L, :3x+10y -56-0 




















d ixzt3 -t, yt! +1 
Solución 
dy 23 2 а?у 
уг! ЭРЭ dt? di 
dx 3t dy 317 
=> > entonces; — = — = —— | — = 
: ; à dx dx 2t-l' dx 21-1 
porum 2M c. dt 
dt^ 
dx d'y dy d` x 
4?) (у ш а? dí dt? _ (2(—1)6(— 32 (2) ‚ а?у_-6+6° 
dx) ах (dy (211) d? (2—1)? 
di 


dy а?у 
Hallar — y —— si x= cos! (, y =a sen? | 
ах а 


э 


X 
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Solución 
dx 2 2 
) — =-3acos” tsent ü x > 1 
X = a COS” t dt — = ба cost sen” г За cos | 
, =. = dt 
| у ' | 
| =авеп* 1 @® assent il == basent cos” t—3asen t 
dt Ë dt 
dv 
dy di  3asen?t.cosf sent dy 
—— = Á =— —- se_=- = — 1р1, entonces: —=-1Igf, 
ах dx  —3gc0s” r.sent cos / dx 
di 
dx d'y Ах d 
dy d me a? dt —3a cos? t.sen t(6a sent.cos? t —3asen! t) 
ах” (Sy (-За cos г? .sen)? 
dt 


(ба cos tsen^t — За cos t)Gasen't COS I) 
(За cost? seny? 


2 2 2 2 
_ —18a^ cos” tsen? t «9a? cos? tsen^1 18а” cos? 1sen* t —9a* cos tsen’ 1 























(3a cos? t sen D (—3a cos t? .sen 1)? 
_ 9a` cos? tsen? t(sen^ t -& cos^ 1) _ ] . d^y sec! t.csct 
—27a? cos? t sen? t (cos* t sent)3a dx? За 
2 I 2 
“y = End +t 
Hallar а : para 1:0 si J ( ) 
ах” pR 
Solución 
Ши fap 
х= Ln(1 (t?) q +7? = 
e IU т а= ny? 
> 
ned dy _ > ==2 
T dt? 





di y 


ах: 


Фу 


з 


dx” 


2 


d'y =(1+1*) . de donde: 





` 


— l+?) 4r + AC 
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3 


dx а?у dix dy 2: ВИТЕ 21* 











š dx 3 > 21 3 
(y ( | 
di ET 


3 2 
т (М?) “С бы) E ) 


d'y 
dt? 





los (1412), 71 


Hallar las ecuaciones de la tangente y normal a la curva en el punto correspondiente al 


valor del parámetro que se indica 


a) 


x=? +l, y=1°+21.t = -2 

















Solución 
dy— 19 аў e 
> Vm IEEE Pi 
2 
y= +1 dx _ — = —4 
dt ur e 
2 
) d! 14 7 
B = — = m. 0 de 21 
t de^ d, а 2 
di 


como L,:y-yg -mL,(x-xg) donde para t= -2, x = 5, у= -12 => p(5.-12) 


L,:y412 (15, de donde: £,:7x+2y=11 


además £,,1L,=> mL, Yugo. ber 
mL, 7 


L,:y-yg =MmL,(x—x,). de donde: L, :2x—7y «94 
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b) x=3sent—-4, y=5+2cost, k 





Solución 
= ау 
p= 5+2 cos! oisi X, jacet 
| E T^^ 
3 
з Зѕеп/ 4 Ir = 3cost, |а --1Э, 54:45 NL d 
dt 2 
342 3 - 
para / =— -— — yo 75- -ад 235 pis E 48230) 
ау 
dy di (-5л/4 42 2 
mL, =— | = —— = a ШШ —— 
ах. ES d. 
—Lh-54/4 | ——— 
di 2 


como L, : y— yo =ML,(x—Xp), de donde: L, :2x+3y-7+64/2 =0 





además L, 1L, => mL, =- : ёл 
mL, 2 
L, `*y— yg = mL,(x — xq) 
Lys a), de donde: L, : 3x — зу+22+5%® co 
Si го) =———. Hallar f(x) 
=x 
Solución 
l l 
Si f(x)- Le р Г) =——n 
les (1-x)* 
Fs 


(1-х) 
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Г"'(х) = АБ 
(1-х) 
Го) = "Y PEN TI х fo). —— 
(1—х) (1—х) (1— x) 
f(x)  —. Hallar f) (x) 
Solución 
1 l 
f(x) =— > f'(x)=- 2 
l+ x (I — x) 
1.1 
f(x) = 
(1-x)? 
БӘЗ. 
J' (x) = : 
(8-4) 
М 12:34 
ат: 
(1-х) 
A n ЭР п ! + "| 
jx) - Í l) кей ы s. 5 4 г) (х) = ( 289 
(1— x) (] —x) (1 — x) 





2: Hallar f”) (x) 


Si у) = 22 
E = 


Solución 
GH — 2-2 A E B А(х-2) + В(х+2) 




















x!'-4 (х424Хх-2)-х42 x-2 £83) 
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4-8-5 14-3 


5x — 2 = (А+В)х + -2A + 2B, por igualdad se tiene: > 
|-24+2B=-2 |В=2 























= 
f (x) = 23 - "TR derivando se tiene: 
-4 x42 x-2 
-3.1 2.] 
J (x)=- = - 
(x-2) (x-2) 
3. 192. 251.2. 
f (x)= * a 
(x+2)3 (x-2) 
3812-3 2, 2 10229. 
I" Эрт 1 
(х+2) (x-2) 
iv 411234 21233 
f (x)= + 


(x42)  (x-2y 


- 3.(-1)" 1.23... " 2.(-1)" 1.2.3... 


e nz. -])'m  2.(-1)'nm 
f“ (х) el ”-1 L ү" (х) = A н + | 22 
(x--2)” (x-2)" (x +2) (х-2) 
MTM 
Determinar la derivada n-ésima de la función f (x) = ——— —— 
х —7х+6 


Solución 


Para calcular la derivada n-ésima de la función f(x) primeramente descomponemos en 
fracciones parciales. 


IX -. PAL LA TE 
х -7х-6 (x—2)Xx-D(x+3) x-2 х-1 x+3 











(x—2)(x—1)(x + 3) 
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x! +x+1= A(x? +2x-3)+ B(x? +x-6)+ C(x? -3x +2) 


x! +x+1=(4+ В + С)х? +(24+ B-3C)x -34-6B+2C 


4-8-0-1 
por identidad de polinomios se tiene: 424 B-3C-1 , la solución es: B =- 4 
-34-6842C 1 E 


Bc 7 1 
ani em + — ЇР 
ынак, 20 x43) 


| x^ à 3 
Го) = EE == 
х^?-7х+6 5 x- 






Br. 7 -4 
(у= grim iat oma 
he E 2 4 (x-1)? 20 (хэ) 


7 L2 


ута 2) n5 1)? a 








ro 


123, 7 (123 
(x ар “20 UT 


' -1.2, 
"(х= x 
5 (х-2) 





7) 








3 
4 


1.2.3.4. 
(1+3) 


Mes Ж уте" 
Го) а s 








7 
META 





25 эуен 4 (ба -— 20 — 


l 


22 Hallar la n-ésima derivada de la función / (х) =—— —— 
MA) 


Solución 


Descomponemos de la función f(x) en sumas parciales 
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Eu m. dd 








ГО) £ = жез n s s m 
| š A(x -1)* + B(x —2)(x -1) + C(x -2) 
(х-1) (x-2) (x —2)(x —1)? 


] = A(x -? + Bix? —3x +2)+ C(x-2) 


1=(4+ B)x? +(-24-3B+C)x+  AX2B -2C , por igualdad de polinomios se tiene: 


4-8-0 4--1 
4-24-38-40-0, resolviendo se tiene: 48--| 
|4428-2C -1 С-г 
I l 1 ] 1 
fey=————- 


ECT x-2 х-1 (x-1) 


. ] -1 —].2 
Го р 
(x-2) (x-1 ° (x-!) 





12 1.2 1.2.3 
3 =( 34. 4 
(x —2) (x —1) (x -1) 











F = 


WIDE ИГ T 
fp A A, E 
(xc) (x -1) (x -1) 











) 


1234 1.2.3.4 12.3.4. 
(x-2) (x-1)? (x-D* 











F= 


F (к) = (Daa Ls 401.2 nG +b 
ua” wn” in 
_ (-y'"  (-D'm  (-1)"(n+1)! 
(x2) 7! (х р (х=) 
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1 
Calcular gH (0) 51 f(x)- Ln ed 
—X 
Solución 


f(x) = nm =—Ln(] — x) , derivando 
—x 








СГ a. NE s 
| u 1-х 1-х 
" I 
Г") = 7 
(1 = 90) 
| 1.2 
J" Wipo >> 
(1-x) 
r" (х) = МЕ. 
(1 040) 

















e p = 
[Oy HEN MA ALI pm s o py 
(1- x) (1—x) (1—x) 
Si y p MESS Hallar /("(l) 
mx —b 
Solución 
f (x) = Ln( x >) = Ln(mx + b) - Ln(mx —b) 
A A. 
fu nx+b mx-b 
a E эгэл 
(mx - b) (mx—b)* 
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(0) =l т°*.12 С т? .1.2 
АС (mx b) (mx -by 
foy Cm 23 L3, 
ie (mx + Б)“ (mx – Б)“ 


m 12.34 234, 


(mx+by (mx-b) 


"ZEE 


m'(-1 123..(n-1) т" (-)" 1.23...(n -1) 


f (x)= , entonces: 
(mx + b)" (mx - b)" 

TOR m"(-l)”(n-1)! m" (-1) (n-1) 

| (mx + b)" (mx-b)' 

rays (m" (-)"" (a - (mn - 5)" -(m b)" ] 


(m^ =" 





: . | 
Formar las ecuaciones de las tangentes a la linea у=х—— еп los puntos de su 
x 


intersección con el eje de abscisas. Rpta. y = 2x - 2, y=2x+2 


яс x+9 I I 
Trazar la tangente a la hipérbola y=— de modo que atraviese el origen de 
x+: 
coordenadas. Rpta. x+25y=0, x+y=0 


2 2 
X y 
5 ——— =] que sean 


perpendiculares а la recta: 2х + 4у-3= 0 — Rpta. 2x-y+1=0 2x—y—1720 


Formar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 
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Formar la ecuación de la tangente а la línea p=x*+3x?*-S, perpendicular a la recta 


2x—6y+1=0 Rpta. 3x+y+6=0 


Formar la ecuación de la normal a la linea у= -Jx +2 en el punto de su intersección 


con la bisectriz del primer ángulo coordenado. Rpta. 2x—y— 1 =0.4x—y— 12 = 0 


Formar la ecuación de la normal a la parábola: у= x^ —6x+2 perpendicular a la recta 
que une el origen de coordenadas con el vértice de la parábola. ра. 4х - 4y —21 = 0 
Trazar la normal a la linea y = xLnx que sea paralela a la recta 2x - 2у + 37 0 

Rpta. x-y-3e 7-0 


Hallar la ecuación de la recta tangente a la línea x^ (x y) —- a! (x — y) en el origen de 


coordenadas. Rpta. y=x 


Halle una ecuación de la recta tangente a la curva y = x^ —6x , y perpendicular a la recta 


x—2y+6=0 Rpta. 2x+y+3=0 


Determine una ecuación de cada una de las rectas normales а la curva y = x? —4x y 


paralela a la recta x + 8y — 8 = 0 Rpta. x+8y+2=0, х + 8y-2=0 


Determine una ecuación de cada una de las rectas normales a la curva y = x! -4х y 


paralela a las rectas que pasan por el punto (4, 13) y que son tangente а: у = 2х edi 
Rpta. 4х -y 3 = 0, 28х — y— 9920 


Obtener una ecuación de la recta tangente a la curva у -(7x—6) " 1 que es perpendicular 


a la recta: 12x – 7у+ 2 = 0 Rpta. у = | 14 28246 


Эр 1р T 





¿En que punto de la curva x+ 4|ху + y = 1, Іа recia tangente es paralela al eje X ? 


Rpta. p(1.0) 
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(14) 


(s) 


1 


© © Ө 


Hay dos rectas que pasan por el punto (-1,3) que son tangentes а la curva 


x? +4y —4x—Ky+3=0, obtenga una ecuación de cada una de estas rectas. 


Rpta. 4y+11x-—1=0, 4у+х — 13 = 0 


Obtenga una ecuación de la recta tangente а la curva \/ху =14x + y, en el punto (2,-32) 


Rpta. 352x + 23у + 32 = 0 


Obtener las ecuaciones de las rectas tangentes y normal a la curva 247 +2” —9xy = 0 


en el punto (2,1) Rpta. 5x- 4y- 6 = 0, 4х +5y-13=0 


Hallar las ecuaciones de las dos tangentes a la elipse 4x^ + y^ = 72 que pasan por el 








punto (4,4) Rpta. 2x + у= 12, 14х + у= 60 
lg — 
Hallar las ecuaciones de la tangente a la estrofoide у = ^N LAE. en el punto 
ax 
6a 
+2 Rpta. 31x + 8y + 9а = 0, 8x — 31у + 42а = 0 


Demostrar que la ecuación de la tangente a la curva y=ax*+bx+c en el punto 


А 
(ху. у) е5: у= 2(аху * b)x - ax; +c. 


Demostrar que la ecuación de la tangente а la curva у= х? +ах+Ь en el punto 


(ху. y,)es: y=(3xí *a)x-2xi +b 


Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto (1, 2) y es normal a la curva 


х? =4y Rpta. у= -х + 3 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva y?+4x=0 y que pasa por el punto 
(2,1) Rpta. x + 2y-4=0, х-у-– 1 = 0 
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Hallar las rectas normales a la curva xy — 2x + 4 = 0 en donde su abscisa es igual a su 


EXE "a 
ordenada. Rpta. у----ч-, үз----, x*2y—4-20 
—_— i mo p Р 


Demostrar que la hipérbola x? - у? =5 y la elipse Ax? +9y? =72 se cortan en angulos 


rectos. 


: 2 2 : : 3 
Demostrar que los circulos x*+y"*=8axy la cisoide (2a-x)y*=x* son 


perpendiculares en el origen. 


Hallar las ecuaciones de las normales a la hipérbola 4x? -y'= 36 paralelas a la recta 


2x + 5y=4 Rpta. 2х + 5y-50=0, 2х + 5у+ 50 = 0 


Hallar una ecuación de la recta normal а la curva x- у = {х + y enel punto (3, 1) 


Rpta. 5х + 3y=18 


Hallar la ecuación de la recta tangente y normal a la curva y =8sen? 2x en el punto 


e E 
2 72-[3#! ^63 








(5.9 Rpta. y =6/3x- 
12 

Demuestre que las tangentes al folio de descartes x? +” =3axy еп los puntos de 

intersección con la parábola y? =ax son paralelas al eje de las Y. 


Halle la ecuación de la parábola y = x” +bx+cque es tangente a la recta y = x еп el 


punto (1, 1) Rpta. y = x° —x+l 


Hallar una ecuación de la recta tangente y una ecuación de al recta normal a la curva dada 
en el punto indicado. 


a) х -3xy?+y*=1, р(2,-1) b х2 -2ху+у> +2х+у-6=0, p(22) 
c) xy +2х-6=0 en y=3 d) х -2х2у +5х+у-5=0 en x=1 


ә 2х? 


e) x[xy+2y?-3=0, p(1.1) D 43«x1y! -—— -0, p(1,1) 
: 
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Hallar las ecuaciones de la recta tangente y normal en el punto p(-1,2) a la curva 


ye"! 4 2xy? - y 4 2x^tt 62. 


Hallar las ecuaciones de la recta tangente y normal a la gráfica de 


f(x) = (2-3x4 x? Wi+x? enel punto x= 0. 


Determinar la ecuación de la recta que pasa por (0,2) y es tangente a la grafica de 


f(x) 22x? -5x+6. 


Determinar los valores de a, b y c de modo que: f(x) = x° +ax+b y g(x) -x co, 


tienen la misma recta tangente en el punto (2,2). 


Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto p(-1,2) y es tangente la curva 
xy t y-x- |l. 


Hallar la ecuación de la tangente a la curva x^y = x+] cuya inclinación es 45°. 


Encontrar una ecuación de la recta normal ala curva y = xy164 х? enel origen. 


Hallar FA de las funciones siguientes dadas en forma paramétricas: 
ах 











Їй 2at 
a) iit > Rpta. E 22 
yO dx үеэ” 
| 1+1? 
х = a(cost 4 f sent 
b) | ( ) Rpta. dug, 
y = a(sen!/—t cost) dx 
k- cos? / 
26 — 7 а 
cos 21 Rpta. dy | sic og 
_ Seni dx 1—4sen 1 


560 


“ Eduardo Espinoza Ramos 
































] 
x = arc.cos( ) 
d) pes RARAS их 
1 ах 
y — arc.sen( - ) 
{1+1° 
t 
e) Р = a(Ln Кач Eseni) Арка. а " ! I - sen f) 
paa А кин!) 
Hallar E, 2 - delas siguientes funciones dadas en forma paramétrica. 
X 
ү = Lnt 1. 
a) | Р Rpta. ы ? =91* 
| y = 1 Ci 
x =arc.tg [ 2, 
b) 5 : 5 Rpta. d 2-2 
y =£n(1+1*) dx 
[x 0 : 
ent npa Ebal 
y=asen? t dx За cos 1.sen/ 
Мани q? 
d) E Ера. 2 =+(1+12)317 +1) 
<: | 
2 
) [x =arc.cos At - d'y A 
e | pta. == yt -l 
Nue ах” 


Hallar la ecuación cartesiana en cada una de los siguientes casos: 


[x= —1 [x = 2sen0 +c0s 0 


9 ly=4-0P 4 ly 22sen6 -1 


à |x = 2с050 +1 а gola Y | 
a. (---- — = 
|y= 3 sen Ө : 2 9 
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EE 
| last? š 3 
d) w Rpta. x +y -axy-0 
x -— 
НЭГ 
[x =a sect Ж 
е) Крга. X ex] 
2 p) 
y=bigt 2 р? 
5 g 2 
X = q COS I = = = 
f) | : Rpta. x` +y =q? 
y=asen' t 


Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 


х=21+32, yz? +21? satisface la relación у= y? 42y? 


+Í 


DC 





Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones х = 





3 2 | Е 
Еа E satisface la relación xy? 214 y" 
F 


Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 


l 1-41-12 і . - 
x = —— -Ln 184147) y =—— , satisface la relación y + y? =з! 


41442 { ИГ” | 


Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 





1+1п/ 3+2L f T 
x- x S O49 = MÀ satisface la relación уулс 2xy" +1 
y 


Demostrar que y, determinada como función de x por las ecuaciones x = sent e 


ERE d'y dy 
de" ах 





y= ae? tbe satisface la ecuación diferencial (1 =x*) =2y., 


cualquiera que sean a y b 
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d* y 
- = a(t — cost 
Hallar Е. рага um — donde: ln ut ) рага a > 0, t e[0,2z] 
m+ (y? pa 2 ¡y = a(1—cos t) 
dx 
Rpta. \ 





242a 


Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva en el punto correspondiente al 


valor del parametro que se indica. 




















3t 
AS x —4cost 2 
= з? там; 
YF s sen: 
TU У 
x=3sent-4 А x=ae cost 
c) dE d) ‚1=0 
morro Pesci im 
ni x = f(t cost — 2sen f) 
m m 
e) 4 A” f) adis 
КТ lorc en apa 200) 
m | 14-1 3 1 
Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x=—, NIE 
i e 
en el punto (2,2) Rpta. 7x -10y * 672 0, 10x + 7у– 35 = 0 


Escribir la ecuación de la tangente a la curva х = t cost, у = t sent еп el origen de 





coordenadas y en el punto / = Rpta. y " = (x ——) 


Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal а la cicloide x 2 A2 cos! |, 


у= 2 ѕеп? г enel punto == Rpta. х+у= 1, х--у= 0 
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Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la cicloide x = t — sent, 


m 
y=1-—cost enel punto para que el / E 


Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la parábola semicübica х= /?, 


y = t^ en el punto para que t= 2 Ира. 3x—y-4=0,x+3y-28=0 


Hallar /'" (x) en cada una de las funciones sgtes: 


a) f(x) = senx Rpta. f™ (x) =sen(x+ CS 

b) f(x) = cos2x Rpta. /(?(x)- 2" cos(2x 2 
c) f(x)-(ax4 b)" Rpta. /?(x)- nta" 

d) х) = cosx Rpta. f™ (х) = cos(x uc 

e) f(x)-e" Ера. (х) = "ее 

Hallar f(x) si f(x) 2 x" Jx Rpta. f?) (х) = 3.5.7...(2n+ Vx 


2" 


— da PLI 
ax*b Rpta. ККЕ i C bcK-c) 


(n) : ЭР 
Hallar / (х) si /(х) = E= (ex а)" 





Hallar pa (х).51 f(x) = sen ах + cos bx 
(m) 4 nm р" пл 
Rpta. f^ (x)2a sen(ax + E )*b cos(bx-* EZ ) 


Hallar / U) (x) si: 


а) /(x)= xe" Ера. /U”)(x)=e*"(x+mn) 
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b) f(x) = xLnx 
c) f(x) =sen” x 


d) /f(xX)5———— 


x* -3x+2 


X 
e) /(х)- 





Ü /(x)-e'senx 


Hallar f(x) si: 


a) їэ-24 


1-Х 
8x-5 
с) /(х)5------- 
2x"+x-6 
4x+1 
e) (х) = — 
2х? +х-3 
3x? +5х -1 
о 5-3: 
š xX x?) -4х +4 
. f 5x -1 
j) /@)=——— 


x *x-12 
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(-1)" (n -2) 


n-] 


Rpta. f™ (x)= n22 


Rpta. /'"(x)- 2" sen[2x +(n— 05] 


l | 
t. es c" ME —— —4———— 
ш? ya (х-1)"7 


! 
Rpta. f) = Cn + I 
2 (x+])” (х-1)”* 


Rpta. f™ (х) - UE sen( 7) 





k-0 
x41 
b /(х)= 3 
Х-Х 
Ax? +3х+5 
d /a)=— —. 
X *2x^-x-2 
2x? -19x +43 
f fel 2"ЭРЭЭ 
x^ -9x +20 
2х +1 
h) ry 
6x -x-1 
6 2 
: x +x*-] 
p /(x) =——— 
X^ +x—2 
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Ya se ha tratado una aplicación de la derivada, al hacer el estudio de las rectas tangentes 
y normales a la gráfica de una función. 


Una de las aplicaciones más importantes y útiles de la derivada está en el estudio de los 
valores máximos y mínimos de una función. Existen muchos problemas prácticos en los 
cuales se trata de encontrar una “mejor” manera de formularse problemas relacionados en 
la determinación de los valores máximos y mínimos de una función; ahora nos 
dedicaremos gran parte de este trabajo al estudio de los máximos y mínimos. 


Cuando se piensa que una derivada como en la razón instantánea de una función, se 
presenta muchas aplicaciones físicas de la derivada, las aplicaciones más obvias de la 
derivada en problemas de este tipo, es la determinación de la velocidad y aceleración de 


un objeto móvil los cuales también estudiaremos. 





a) DEFINICION.- La función f: D c R > R, tiene un valor máximo absoluto en 
f(c) donde: 





b) DEFINICION.- La función f: D c R 9 R, tiene un valor mínimo absoluto en f(c) 
donde: 





OBSERVACIÓN.- Algunas funciones tienen máximos ó mínimos absoluto sobre un 
intervalo y otras no. 
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Ejemplo. 


La función f(x) =x”, tiene a 8, como valor 


máximo absoluto y a “0”, como valor mínimo 
absoluto en el intervalo cerrado [0, 2] pero en 
él, intervalo abierto «0, 2» no tiene máximo ni 
mínimo absoluto. 








Si f es una función continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene un valor 
minimo absoluto y un valor máximo absoluto en el intervalo cerrado [a, b]. 


OBSERVACIÓN.- Si el intervalo no es cerrado, el teorema no necesariamente se 
cumple. Por ejemplo: 


] . 
La función f(x) =-—es continua en «0,1» 
X 


pero no tiene máximo absoluto. 








Consideremos una función f continua en el intervalo cerrado [a, b]. 


Observando la figura se tiene que los puntos A y D son los más saltantes de la curva 
desde x = a hasta x = b, y el punto B es el más bajo; luego a las ordenadas de A y D que 
son f(a), f(c) le llamaremos valores máximos absolutos, pero los puntos F y H se 
denomina máximos relativos y los puntos C, E y G se denomina mínimos relativos. Por lo 
tanto, llamaremos extremos de una función a un valor máximo relativo ó a un valor 
minimo relativo de una función. 
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a) DEFINICIÓN.- 


Diremos que f(c) es una valor máximo relativo de una función f si existe un 
intervalo abierto <c-— ӧ, с + ӧ> con $ > ( tal que f(x) está definida y f(x) < f(c), 
V x € <c— Ó. c + ó> 


— — — — — — — — — — — — — ариь — 





C c+ó X 





b) DEFINICIÓN.- 


Diremos que f(c ) es un valor minimo relativo de una función f si existe un intervalo 
abierto <c — ó, c + б>, tal que: f ( c) está definida y f(x) > f( c) V x e <c- ô, c+ ë>. 





c) TEOREMA 
Consideremos una función f continua en el intervalo abierto «a, b» y sea c e «a, b», 
si f(c) es un extremo relativo de f, entonces /(с)-0 о f'(c) no existe. 


Demostración 
Consideremos que f(c) sea un valor máximo relativo, suponiendo que f'(c) existe 
> J <с—д, c + ë>, con ó> 0, tal que V x = c, f(x) < Кс) — f(x) – Ќе) < 0, 


cuando x € <с-ӧ,с> => x < c = x — c < 0. Luego Vx є <c- ô, с>, 


А) е). 0. de donde у= fix) — f (c) 
te rr. 7-0 


20 > f'(c)20 ...(1) 
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cuando х € <c, с+д> — x>c >x —c > 0 


luego V x є «c, с+в> 7 09 f (e) S 0 , de donde 
Х-С 
fc) = тӘ) <a > гуя 40) 
хэс X-—c 


por lo tanto de (1) y (2) se tiene que: /'(c) 20 


d) DEFINICIÓN.- 


Un número c para el cual una función f está definida y además f'(c ) = 0 ó no existe, 
le llamaremos número crítico o valor critico de f. 


Ejemplo.- Encontrar los puntos críticos de: 


f(x) 2 x! +8x? -2x* -24x+1 
Solución 


Como: f(x)=x* +8x? -2x^ -24x+1 = /(х)-4х +24x? -4x-24 
para hallar los números criticos de f, hacemos f'(x)=0 es decir: 


Ax? +24? -4x -242 0 (x? - D(x + 6) = 0 de donde los números criticos son (-6,-1.1] 


Fo = x71) +1 
Solución 





Como f(x) (x -)*^? +} > f'(x)- 
2r 


Luego para hallar los números críticos se tiene que no existe /'(x) por lo tanto 


Ах-1-0 = x= 1 esun número crítico. 


4 
"+3 





f(x)» 
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Solución 


4 
= х) "S = fia cM 5 ) 
X X 


x! +3 





Como f(x) = 
Los puntos críticos se encuentran cuando f'(x) = 0 ó по existe f'(x) 
Si f(x)=0 >x*-1=0 => x-zl valores críticos 


Si no existe f'(x) = x? 20 = x-0 


Sin embargo no es un valor critico, porque la función f(x) no está definida en x - 0. 


Luego x = 0 es punto de discontinuidad. 





Si f es una función continua en [a,b], m y M son los mínimo y el máximo de f en [a.b] y d 
es tal que: m < d < M. Entonces existe: c є «a,b» tal que: с) = d 












—— чинэ e m «инь A «ын - 
— —— ve ээ a a — үнэн 
еш  -- s s s s. s dee  — — — 





a €, Cs Ca b 


En algunos casos es muy dificil determinar los números criticos de una función, de hecho 


no siempre hay números críticos. 


El siguiente teorema que se atribuye al gran matemático francés: MICHEL ROLLE, da 
condiciones suficientes para la existencia de un numero critico, 


El teorema se anuncia para funciones continuas en el intervalo cerrado [a,b] y derivable 
en «a,b» tal que Ќа) = f(b). 
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Observando la grafica deducimos que es razonable esperar que existe un numero c entre a 
y b tal que la recta tangente en el punto (c, f(c)) sea horizontal o equivalente: f'(c)=0, 


que viene a ser precisamente la conclusión del siguiente teorema: 


Ejemplo.- Halle el posible valor de z que satisface el teorema del valor medio para la 
función f(x) 2x? -2x 41, x e [-1, 4] 
Solución 


Segun el teorema del valor medio se tiene: 


Si f(x) es continua en [-1, 4] y derivable en <-1, 4» entonces 3 z є <-1,4>, tal que: 


/ (3) ШИРЭЭ E como: 
4-1-1) 5 


fG)2x!-2x41 > /(х)-2х-2 => /Чи)-2:-2:1 


1-2 | мэ 


кә 
N 
i! 
чө 
ta 
1 

м | ме 
fn 
^ 
== 
ь 
V 
t 
II 





Sea f una función continua en [a, b] y derivable en el intervalo abierto «a,b»; si 


Қа) = ҚЫ), entonces existe un número z e <a, b», tal que: /f'(z)-0. 


Demostración 
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Primeramente daremos una interpretación 
geométrica del teorema. 


Geométricamente quiere decir, si f es 
una función continua y derivable en <a,b> 
y fía) ҚЫ) = 3 z e <a, b», donde la recta 
tangente es horizontal. 





Ahora daremos la demostración del teorema: 


Si х) = fía), V x e [a,b] = es una función constante y por lo tanto f'(2)=0, 
Vze<ab>si f(x) > Қа) para algún x e <a, b» => el valor máximo absoluto de la 
función continua f en [a, b] noes f(a) ni f(b), es decir que 3 z e «a, b» tal que f(z) es el 
valor máximo absoluto de f en [a, bj. Como el valor máximo absoluto, también es un 
valor máximo relativo, además f'(2) existe entonces f'(z)=0, porque f(z) es un 


extremo relativo. 


SI f(x) < f(a) para algún x e <a, b> — el valor mínimo absoluto de la función continua f 
en [a, b] no es f(a) ni f(b) es decir que 3 z e <a, b», como el valor minimo absoluto, 
también es un minimo relativo, además f'(z) existe por hipótesis > /'(2) = 0, puesto 
que f(z) es un extremo relativo. 

OBSERVACION.- 


51 la derivada de la función no existe en algún punto de «a, b», puede ser que no haya 


tangente horizontal, aunque la función sea continua y f(a) 7 f(b). 


ү! 


Ка) *f(b) -----247---4---- 
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APLICACIONES.- 


Demostrar que la ecuación x! +х—1 = 0 т tiene exactamente una raiz real. 
Solución 


Primero usamos el teorema del valor intermedio para demostrar que existe una raiz. 


Esto es: /(х)-х жх-1, entonces f(0)=-1<0 y f(1) 21» 0 puesto que f es un 


polinomio, es una función continua de esta manera el teorema del valor intermedio dice 
que existe un número c entre 0 y 1, tal que f(c) = 0, por consiguiente la ecuación dada 
tiene una raiz. Para demostrar que esta raiz es única aplicamos el teorema de ROLLE y 
razonamos por contradicción. 


Esto es: Supongamos que la ecuación tiene dos raices a y b: entones Қа) = f(b) y como f 
es un polinomio; entonces es diferenciable а) = f(b) y como f es un polinomio; 
entonces es diferenciable en «a,b» y continua en [a,b], por lo tanto, por el teorema de 


ROLLE, existe un numero c entre a уб tal que f'(c) 20; pero /'(х) = 3x^ +1>0, V x. 
Es decir: f'(x) no puede ser cero, lo que da lugar a una contradicción, por lo tanto, la 
ecuación no puede tener dos raices. 

Demostrar que la ecuación: x! 4 5x! - x -6 = 0, tiene: exactamente una raíz real. 


Solución 
Sea /(x)=x'+Sx) «x -6, y f(0)2-6«0 у f(1)21»0 


Puesto que f(x) es un polinomio, es una función continua y diferenciable en todo x; 
entonces es continua en [0,1] y diferenciable en «0,17; Entonces, existe c є «0,1» tal 
que бс) = 0, es decir la ecuación tiene una raiz real para demostrar que esta raiz es 
ünica, aplicamos el teorema de Rolle y razonamos por contradicción. 


Esto es; supongamos que la ecuación tiene dos raices a y b entonces (4) = Kb) y como f 
es un polinomio, entonces f es diferenciable en «a,b» y continua en [a,b], por lo tanto por 


el teorema de Rolle, existe un numero c entre a y b tal que /"(с) = 0 pero 
f'(x) = 7x8 +15x7 +1>0, V x es decir: f'(x) no puede ser cero, lo que da lugar a una 


contradicción. 
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Por lo tanto, la ecuación no puede tener dos raices: La principal aplicación del teorema de 
ROLLE radica en la demostración del siguiente teorema. 





Si fes una función continua en el intervalo [a, b], derivable en <a, b» => 3 z e <a, b>, tal 


- Max ДО) 
gu ARA 
b—a 
Demostración 
Primeramente daremos una 


interpretación. geométrica del teorema. 
Geométricamente quiere decir, que la 
función continua tiene una tangente en 
todo punto entre A y B — por lo menos 
un punto en la curva entre A y B en la 
cual la tangente es paralela a la cuerda 
f(b)- f(a) 
р-а 


pendiente de la cuerda que une los 


AB, puesto que es la 





puntos A y B por otra parte f'(-) es la 


pendiente. de la recta tangente en el 
punio (z. [(z)). por lo tanto: 


u /(h)— f (G) 


; . cuando а)= 0) este teorema se transforma en el teorema de Rolle. 
+-—a 


f ' (2) 
Ahora daremos la demostración del teorema. 


Consideremos una función g definida por: g(x) = f(x)(b — a) — x(f(b) — f(a)), g(x) es 
continua porque f(x) (b—a) y x(f(b)— f(a)) es continua en [a, b] 


Además g'(x)= f'(x)(b-a)—- f'(xY(b—a)-(Cf (b) – f(a)), como g'(x) existe en <a, b>: 
entonces g(x)es derivable en «a,b» g(a) = f(ayb-—a)-—a(f(b) — f(a)) = bf(a) — af(b) 


g(b) = f(b)b—a)- b(f(b)-f(a)) = bf(a) — af(b) 
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Luego g(a) = g(b). por lo tanto cumple las condiciones del Teorema de Rolle 
> Jz є <a, b» tal que g' (z) = 0 
como g'(x)= f'(xYXb-a)-(f(5)-f(a) = g'(z)= f'(z)Xb-a)-(/f(b)- f(ay) =0 


/(5)- f(a) 


/'(=X(b-a)= /(b)- f(a) dedonde f'(=)= т 
-а 


Ejemplo.- Verificar si se cumple el teorema de Rolle de la función / (х) = 2x? -3x-2 


l - . | 
en хє [== +2] en caso afirmativo halle el valor posible de z. 


Solución 


; l | l | 
La función f(x) es continua en [-= 2] у derivable en © a x además 


MED = /(2) = 0 por lo tanto cumple con las condiciones del teorema de Rolle. 


l 
Ahora calcularemos el valor de z e< 29 .2 > сото 


f(x)22x! -3x-2 => f'(x)-4x-3, para =6<-2> 





Si f'(x)=0,Vx en algún intervalo <a,b>, entonces: fes constante en «a,b». 
Demostración 


Sean ху, x, puntos cualquiera en «a,b» con x, «x, puesto que $ es diferenciable en 


«a.b», entonces será diferenciable en < x,,x, > y continua en [x,,x>]. 
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Ahora aplicaremos el teorema del Valor Medio а la función f en el intervalo [x4.x5] y 
tenemos un numero c tal que x, <с< х, у f(x3)- f(x,)= f'(cK(x, — ху) pero se tiene 


que: /(х)-0 Vx > f'(c)=0. Luego f(x,)-f(x,)=0 


(x,)= f(x). Es decir la función f es contante en «a,b» 





Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a,b]. Entonces: 
/'(х) = g'(x) ena<x<b, si y solo si f(x) = р(х) + c, donde c es una constante. 


Demostración 
l^ Si f'(x)2g'(x), ena<x<b, entonces: (/(x)—g(x))=0 en a<x<b 
ahora por le teorema de la función constante se tiene: f(x) — g(x) = c = constante. 
29 Si f(x) = р(х) + c, con c constante, entonces derivando se tiene: /'(x) = g'(x) 


APLICACIONES.- 


i — А 3 
O Resolver: 4^ =3senx+53x" +2 


Solución 


= 6.7 
Tenemos y'23senx4 5x? +2 =(-3cosx+— x° + 2x)' 


ó . ; 5 
Luego por el teorema de la diferencia constante, se tiene: у = —3cos x + m " yen 
donde c es una constante. Para hallar c evaluamos la ecuación en x = 0 


5 
y(0)2 c > с=4 ^ у= -3008х+ x" 42x44 


(г) = 212 — 
(2) Resolver: И E 
u(0) 21 
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Solución 


2 1 
Tenemos: u'(t) = Dye -sent3- (1 - cos! + 31)' entonces: u(t) = —# -cost- 3t 9c 


ы 


Evaluando la ecuación 150, 4(0)=]1+c=1 > c=0 ^o po) == + cos t +31 
2 


Ejemplo.- Usar el teorema del valor medio para probar la siguiente desigualdad 
[senx -seny| S$|x—y|, Vx. ye R 


Solución 


Sea f(t) = sen t, esta función satisface las condiciones del teorema del valor medio, en 


todo intervalo [х,у] c R con x < y, entonces Эс є <x,y> tal que /'(c) = JG) - f (x) 
y—x 
sen y —sen : 
у; [(x)=senx, /'(x) 2cosx, Қу) = sen у. Luego ҺАТ dais A —COSC, C € <х,у> 
гж 


Соп | соѕс|<1. Vc e R, entonces 


‚ sen y —sen х : 
|[—————|2|eosc|S1 => |seny-senx|s|x—-y|l Vx.y eR 
ү 


Ejemplo.- Usar el teorema del valor medio para probar la siguiente desigualdad: 





———S tgb-tgas - 


b-a — Л 
3 . Ü) < S b <— 
cos” d cos” b 2 


Solución 


E | Л | | 
Sea f(x) = tg x. Esta función es continua en [a,b] << 0. > y diferenciable en «a.b»; 


teb-tga / 
entonces Jce<a,b> tal que /'(с) = 280288 y /'(х) = sec? х entonces /'(c) =ѕес? с 


р-а 
. B 2 Э 
Ahora para a < c < b se tiene sec” 05586с c <sec b 


я tgeb-tga 
ѕес? а < f'(c) < sec" b = sectas E — E^ ssec! b 
- 
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b—a b-a 
— Stgb-tgas —, 
cos” а cos” 








Л 
es decir: pues O<asb< p 


Ejemplo.- Usar el teorema del valor medio рага probar la desigualdad: 
In (1 + x) < x, V x-i 


Solución 
Sea (1) = In (1 + t). Esta función es continua y diferenciable en todo su dominio. 


Luego es continua en [0,x] y diferenciable en <0,x> entonces por el teorema del valor 


medio Зс e <0.x> tal que f'(c) ARE ., Ind * x) -Inl = Ind + x) 
X X X 


Pero ONEN > lap- f eu cx-] 
I+ x 1+с 


In(] 
De donde ЗЕ 0) MAT por іо tanto In(1 + x) «х, Y x#-l 
X 


Ejemplo.- Usar el teorema del valor medio para probar la siguiente desigualdad: 


«1-0; -1 «x «0; x>0 


1 
(I+ x)2 2(1+ x)? 





Solución 


a) Sea г) = zs 


— 





| 
(1+{)? 


Esta función es continua y diferenciable en <x,0>, con —1<х<0 entonces 


Jc e <х,0> tal que f'(c) _ /(0)-/(х) 


X 1 


2 





I 1 l 

(I+x)2 24x) -x(1+x)? -2 
: a 1 
—2x(1+ x)? 


Es decir: JE) = 
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y como ro Le. => Per „м. 


1 | x 1 


1 
Luego — - ——— = -—(1-—-— - ... (1 


2(1 +с)? (1+х)? 





Ahora sí c e <x.0> с <-1.0> > -1«c«0 


3 
Entonces: 0«1*c«1 > 0<(1+с)? «1 








] 
=> Е => 73í 


(+e)? (l.c)? 0-0) 


1 1 
además; сото x<0 > -x>0 > -—»0 








X 
' X ] 

entonces de (1) se tiene: 1 E p 0 

2 x? 

X 1 

de donde tenemos: 1— 2 « : ... (01) 

(1+ х)2 
Sea /(/) = - S м. x > (0) 





l 3 
(1-0? 2(1+1)? 
Esta función es continua y diferenciable en <0,x>: entonces 3c є <0,х> tal que 


1 X 
TAE, зүүн, 


0-10) (1+x)? 2043)? 31 
X 





EM es decir: (c) 2 —————————————,pero f (1) El Cx 
ES Y : 
ET 


ЇГ (c) 


t3] > 


Ahora como t» 0 > -t«0 => /'(t)«0 
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Entonces /'(c)« 0: pero x» 0, por lo tanto: 











| | 
a] -+— «0 de donde i «1-——- ... (В) 
(lex) ^ 20x (+x)? — Alex)? 
- I X I | Х 
Luego de (a) y (B) se tiene: 1—-—< М TE 
7 (1+x)? 2( + x)? 


59  FENCIONES CREC 


a) DEFINICION.- 


Consideremos una función f definida 
en un intervalo 1, entonces f(x) es 
creciente en cl intervalo; si para todo 


раг x,.x» del intervalo, se tiene que 


f (x4) < f(x.) siempre que x, < x; 





b) DEFINICION 





Consideremos una función f f(x.) pendiente 


definida en un intervalo I. entonces 


f(x) es decreciente en el intervalo, 
si para todo par x,,x, del 
intervalo, se liene que 


Fix,» f(x) siempre que 
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Si fes una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en <a, р», entonces: 
$ Si /(х)20, Vx e<a,b> => (х) es creciente en <a, b» 
i) Si f'(x)y«0, Vx e <a, b», => fix) es decreciente en <a, b> 

Demostración 


i) Suponiendo que f'(x)>0, V x e <a, b», sea x,,x, € <a, b», tal que x, < x» 
f(x; E EU 


Хэ E X1 


entonces: f'(2)- , donde z está entre x, y x, (por el teorema del 


valor medio), pero x, —x, > 0 y además /'(-) existe por hipótesis. 


Luego f(x,)-f(x,)>0, es decir f(x,)> f(x,). Ó sea, f(x,)< f(x4) para 


X .X, є<а. Б>. entonces f(x) es creciente en el intervalo «a,b» 


ii) Suponiendo que /'(x) «0, V x e<a,b>, sea ху, х e<a,b>, tal que: x; < x5 


f (x, m (x; ) 


X2 — Хү 


entonces:  /'(z)-— , donde z esta entre x, y x, (por el teorema del 


valor medio) pero x, — x < 0 como /"'(2) < 0 por hipótesis. 


Luego /(х„)— f(x,) «0.entonces f(x,)< f(x). о sea, que f(x) > f(x») para 


X.X, e« d, b » , entonces f(x) es decreciente en «a, b» 


Ejemplo.- Hallar los intervalos donde la función: f(x) = x` z EZ @ 
creciente y decreciente. 


Solución 


Los intervalos donde la función f(x) es creciente o decreciente se encuentra con los 

puntos críticos de la función es decir haciendo  f'(x)=0 entonces: 
х T 2 5 

f'(x) = 5x? —1517* -20=0 de donde (x -4Mx7+1)=0 => /-2,2|$оп los puntos 


críticos, ahora los puntos criticos los dibujamos en la recta rcal 
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MNAE BS A 
-2 2 


y se obtienen los intervalos <-%0,-2>, <-2,2> y <2,+x> 


Luego determinaremos en que intervalo es creciente o decreciente. 


Sixe<-0,-2>, f'(x) =(x+1])(x—2)(x° +1) > 0 = la función f(x) es creciente sobre <-so,-2> 


Si xe«-2,2», f'(x) - (x 4 D(x-2) +1) < 0 21a función f(x) es decreciente sobre <2,+>0> 


Si xe<2, +>, f'(x) Z(x *1)(x- 2)x^ +1) > 0 =la función f(x) es creciente sobre <2,+20> 





Consideremos una función f continua en [a, b] y sea c e «a, b» un número crítico y 


f'(x) está definida para todos los puntos de «a, b» excepto posiblemente en c, entonces: 


EVA AN e] 


у => f(c)es un valor máximo relativo de f 
P(0<0Vxe<c,b>| 


(х) < 0. Vx e<a.c >| | 
i) Si Го) mea < => f(c)esun valor minimo relativo de f 
f/'(x)»0, Vxe«c,b» 
Hi) Si /'(x) no cambia de signo, cuando x pasa por c entonces f(c) no es un valor 


máximo ni minimo relativo. 
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Ejemplo.- Hallar los valores máximos y mínimos relativos de la función 
f(x) 2 x? - 5x? - 20x -2 


Para calcular los máximos y mínimos relativos, primeramente se debe de calcular los 
números crítico, es decir: /'(х) 20 para obtener los números criticos сото; 


f(x)2x'-5x!-20x-2 => у(х) =5х* -15x7 -20=0 => (х? -4Mx*+1)=0 


de donde х = +2 números crítico. 


| š — O 
f'(x)=S5(x+2Xx—2)Xx7 +1) -2 2 


x«-2,f'(x) » 0 
—2«x«2,f'(x) <Ü 


Para x=-2 Si | => máximo relativo en f(-2) = 46 


—-2«x«2,f'(x) «0. 
qae. POr 


Parax=2 Si 


| => minimo relativo en f(2) = -50 





Supóngase que existe /"" en algún intervalo abierto que contiene а с y que (с) = 0 


entonces: 





Ejemplo.- Hallar los máximos y minimos de la función f(x) ES ic —-20x-2, 


mediante el criterio de la segunda derivada 


Solución 


Primeramente hallaremos los numeros críticos de la función f(x), es decir: 
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х) 2x? -5x? -20x-22» f'(x) = 5x* -15x?^ 20202 (x? -4)x? +1) 20 x9 £2 
numeros criticos ahora calculamos la segunda derivada, es decir: 
f" (x) = 20x? -30x , ahora evaluamos en los números críticos. 


f''(—2) 2-100 <0 = 3 máx.relativo en f(-2) = 46 


/''(2) =100 > 0 = 3 min.relativo en f(2) = -50 





Consideremos una función f derivable y sea P un punto de la gráfica f, si todos los puntos 
de f arbitrariamente cercano a P están por arriba de la recta tangente a f en el punto P, 
entonces la gráfica es cóncava hacia arriba en P. 





S1 todos los puntos de f arbitrariamente cercano a P están por debajo de la recta tangente 
en P, entonces la gráfica es cóncava hacia abajo en P. 
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Cuando f tiene una sola tangente en P y f es cóncava hacia arriba en todos los puntos 


cercanos arbitrariamente a P situados a un solo lado y es cóncava hacia abajo en todos los 


puntos cercanos arbitrariamente a P situados al otro lado de P, entonces P recibe el 


nombre de punto de inflexión. 


a) 


b) 


Ë y = f(x) 








punto de inflexion 
e 





5н, 


DEFINICION.- 


Sea f una función derivable, si P(c, f(c)) es un punto de la gráfica y si existe un 
intervalo abierto <a, b» sobre el eje X yc є «a, b», tal que: Vx £c, x є «a, b». Si 
el punto Q(x, f(x)) correspondiente a la gráfica está por arriba de la recta tangente en 
P, entonces la gráfica es cóncava hacia arriba en P. 


N concava hacia 





arriba | y = f(x) 
NP (c, Ко) Д; 
Vue |1 О(х, f(x) 


! 
[ 
Lm 
| I 
a G 





DEFINICION 


Sea f una función derivable, si P(c, f(c)) un punto de la gráfica y si 3 <a, b> sobre 
el ее X y с є <a, b» tal qué V x = c. x є «a, b», si el punto Q(x,f(x)) 
correspondiente a la gráfica está por debajo de la recta tangente en P entonces la 
gráfica es cóncava hacia abajo en P. 
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c) 


d) 


e) 





DEFINICION.- Y 

es G 
Un punto P(c, f (c )) es un punto de 
inflexión de f si existe un intervalo P(c, f(c)) 





abierto <a,b> y c є <a b> tal que la 


grafica de f sea cóncava hacia arriba 


DE. 5... Е 2 


sobre «а,с» y сопсауа hacia abajo sobre 





<c, b» ó reciprocamente 


DEFINICION.- 


Si P(c, f(c )) es un punto de inflexión de f y si existe /"(c)entonces f''(c)=0. 


TEOREMA.- 
Suponiendo que f: R > R es derivable en <a, b>. 


a) Sifesuna función tal que /''(x) » 0, V x e «a, b>, entonces la gráfica de f es 


cóncava hacia arriba sobre «a, b». 


b) Sifesuna función tal que /''(x) «0, V x e «a, b», entonces la gráfica de f es 


cóncava hacia abajo sobre «a, b» 
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INTERPRETACION GRÁFICA 







concava 
hacia 
arriba 





Ejemplo.- Determinar los intervalos en donde la función es cóncava hacia abajo y 
cóncava hacia arriba. 


f(x) = 3х -10x?^ -12x? +10х +9 
Solución 


f(x) =3х* -10x? -12x? «10x «9 

=> ['(x)212x? -30x? -24x +10 

> [''(x) = 36х° –60х – 24. ahora hacemos: 
/''(х) =0 para determinar los puntos de inflexión. 


36х7-60х-24-0 = 3x^-5x-2-0 а — y AER ae. e 


_1 2 
| 
de donde | ¿s 3 
| ' | | 
рага х < 73 /(х) 20 => f(x) es cóncava hacia arriba en dem on 


| ts l 
Para ——<x<2, /"(х) <0 > (х) es cóncava hacia abajo en < m » 
Л 
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Construir la gráfica determinando los puntos criticos, puntos de discontinuidad, los 
extremos relativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los puntos de inflexión 


y la dirección de su concavidad de la gráfica. 


үс x` —3x 
Solución 


"п dy 1 
Calculando. los valores criticos ям = (), es decir: 
Y 


› — — 
dy. -3x!-6x-20 = x= 0, x = 2 valores criticos 
dx 0 2 
para el valor critico x = 0 
x < 0 s 27 >0 
dx entonces 3 máximo relativo en x = 0 donde se tiene 
el punto máximo (0.0) 
Q<x<2, dy <0 
dx 


para el punto critico x = 2 


dy 
0O<x<2 ,——«U 
dx wa i : 
entonces 3 mínimo relativo en x = 2 donde se tiene 


el punto mínimo (2,-4) 


dy 
2<x <+, E > 0 
dx 


2 : : ^ 
La curva y = x? – 3х? es creciente sobre los intervalos <-20,0> y <2,+20> y es creciente en 


el intervalo «0,2» 
Ahora calculamos los puntos de inflexión, es decir: 


& as 8-0 > x=] > y=-2 
dx” 
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Luego (1,-2) es el punto de inflexión 





d? y > | t 
Como —— = 6(x- 1) A EAN 
dx” 1 
а?у | e | 
Para x < 1, ч <0 = la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-20,1>. 


dx” 


9 





ач) | ; 
Para x»1, —— > 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo «1,420» 
dx” 


Nisi E L А 











Cóncava abajo 


«02» Decreciente ; 
Эв» D. ENS 


Creciente 








О) fü) E 


Solución 


Primeramente hallaremos los puntos críticos 


э. ; 
го) = 2921-0 > 43(3-х2)=0 = х= 0. х= +43 


Luego 08 0,431 son los valores críticos LI 0 F 
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- = 4x(43 — x)4/3 + x) 


X 


ahora veremos en que puntos criticos se tienen máximos o mínimos. 





= J máx. relativo en xs, (2-5 





=> 3 min. relativo en x = 0, (0.0) 





0«x«4h., dy. o: 
dx 


> 3 máx. relativo en x =. , (13.1) 


43 «хааж, dy o 
dx 


La función f(x) es creciente sobre los intervalos < —o,—3 > ,< 0,43 > y es decreciente 


sobre < 43,0 >, <-/3,+®> ahora calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 


12—12х° 5 5 
(“(х)-----5-2-0 = x=tl > LAO 


son los puntos de inflexión. Ahora calculamos los intervalos de concavidad 
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2 
ro- а-о в M - V + _ 


-1 1 





parax<-1, /''(х)<0 = f(x) es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <->, -1> 


para-1<x<l, f"(x)>0 = f(x) es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <-1, 1> 


раах»!, /"(x) «0 > f(x) es cóncava hacia abajo sobre el intervalo «1, +20> 









Conclusiones 


cp + [eee 
ЫШ 













Cóncava arriba 
— Cóncava abajo 






y 7 f(x) 


=- — — — — — == m == ш ‚ш ава 








(x^ — 5) 
G) f(x) = E 


Solución 


Hallaremos los puntos críticos es decir: 


(у? sy? 
Го) = EE o = х= (0), х= +45 son los valores criticos 
6x(x7 5) — dj үээсЛЭ Эй =з 
ru. A ad 0 Um 
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ahora veremos en que puntos críticos se tiene máximos y minimos. 





Para БЕ 07 


=> 3 máximo ni mínimo еп х = LS 


-45«x«0. f'(x) «0 





-45«x«0, f'(x) «0 
=> J minimos relativo en x = 0, (0, - 1) 


0<х<-/5, f> 0° 





0«х«4/5, Two 


= A máximo ni minimo en x= 1/5 


45 <x< +0, f'(x)»0 


además la función (f(x) es creciente sobre los intervalos < 0,5 >, «45,» y es 


decreciente sobre los intervalos < —00,—y3 > y < —\[5,0>. 


Ahora calcularemos los puntos de inflexión , es decir: 


PU) = АН -5їх7-1)-0 de donde x = +1, x=+45 
64 64 
Luego (-1,-—>), (I——)., (45,0), (45,0 
uego (-1— ç). (1553: 5,0), (5.0) 
Son los puntos de inflexión, ahora calculando los intervalos de concavidad 


Ru dL c oue uu SÉ 
J -1 1 ayar 


Para 2227 FASO. £5 la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 


intervalo < -æ 5 > 


EIC 
Le p [eee 


Para —4/5 < "MEI руи) 25 1 gráfica 
intervalo « M RS > 

Para -1«x«l, /"(x)>0 = la gráfica 
intervalo <-1,1> 

Para lEx< 4/5 . FU(xa)<0 > la gráfica 
intervalo 21545 > 

Рага 4/5 «x«t», f (x)»0 > la gráfica 


intervalo < 4 5,420» 











Conclusión 
Decreciente 





Creciente 


Creciente 





-1,| 
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es cóncava hacia abajo sobre 


es cóncava hacia arriba sobre 


es cóncava hacia abajo sobre 


es cóncava hacia arriba sobre 


Concava arriba 
Cóncava abajo 


Cóncava abajo 
Cóncava arriba 








f(x) (x *l)Ln * (x + 1) 


Solución 


La función f(x) es definida рагах € «-1, +20> 


Luego calcularemos los puntos criticos, es decir: 


f'(x) =[In(x +1)+2]in(x+1 20, de donde: 


el 


el 
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Ln(x+1)=0 v Ln(x+1)+2=0=>x=0, у= es 
e? 





| Р 
о sea que {0,—1+——} son los puntos criticos 
e! 


FP (x)=Ln(x+D[Ln(x+1)+2] a -195 


ahora calculamos los máximos у los minimos 





=l<x< тти (х) > 0 
е 
i : 4 
3 máx. relativo en x = -1 2-5 дет ELO 
e^ er e 


ET жа /'(x) «0. 
e 





pars el punt critico x = B 


PT ЭРЭР 0. /'(x) <Ü 
e 
= J minimo relativo en x = 0, (0,0) 


0<0< + о, f'(x)> 07 
I l l 
La gráfica es creciente sobre los intervalos <-—1,-1+— >, <0,+=> y decreciente sobre el 
e 


| l . - 
intervalo <—1+-,0>. Ahora calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 
e 


2 
-Anat D+ o > een 
x+] e 


f (x) 


| 1 | 4 
de donde (—]+—.—) es un punto de inflexión. 
e e 
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AL Nel “ҮР ы A 
Хэн р A 
е 


| ; ; I 
para —l<x<-l+=, f'(x)<0, la grafica es cóncava hacia abajo sobre el 
e 


| | 
intervalo < -1,-14—» 
e 


| x 
para —1«-—«x«», /f'(x)»50, la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 
e 


| 
intervalo <-—1+-—,+20 > 
e 


l + Creciente Cóncava abajo 
-1-14-2» 
е 
1 Decreciente + Concava arriba 
<—]+—.0 > 
e 


«(), oc Creciente 













f(x) = 2 
O \ y* 1 


Solución 


La función f(x) está definida en todo R-{-1,1} ahora calcularemos los puntos críticos, es 


2 _ 
decir: /'(x)=- Mes 


Зх? = и 


=0 = xx x3 valores críticos. 
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-48 -1 1 Л 


Г(х)- (orc 73) , ahora calculamos los máximos ó mínimos; 
3c –1)* 





x< 3. Г(ху» 0” 


43 
3727 


=> 3 тах. relativo en x = JB. (amk. ys 


=43<x<-1, f'(x) «0 





1<х< 43 ‚ “(х)<0 


=> Э min. relativo en х= 43 , ATA 


< x <>, /'(х) > O` 


además la función f(x) es creciente sobre los intervalos <—®,—/3 > y «43,4», 


decreciente en los intervalos < —/3,-1» , <-1,1> y < 1-8 >; 


Ahora calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 


—2x(x* яр. 0 


oio? £M" 


> х= (0, х= +3, 





[ = 


de donde: (0. 0), 8.3 : (3,5) son los puntos de inflexión, además como asintotas 


verticales tiene a x = +1 ahora calcularemos los intervalos donde f(x) es cóncava 


рага x <- 3, /' (x) > 0— la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <->,- 3» 
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рага —3 < x < -1, f/'" (x) < 0, la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-3,-1> 
para —1<x<0, f''(x) > 0 = la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <-1, 0> 
рага 05х «1, /''(х) < 0 = la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo «0, 1» 
рага 1<x<3, /''(x)>0 = la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <1.3> 


рага 3«x < 20, /"(x) < 0 > la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo «3, œ> 


3 
босая зй 
<-1.0> Cóncava arriba 













Conclusión 





Cóncava arriba 






Банн 


<0, 1> Cóncava abajo 
41-7 > Decreciente : 
«1,3» Cóncava arriba 


<3, +> Cóncava abajo 





Creciente 





f(x) = Ss 
(9 хм YR 


Solución 


La función f(x) está definida V x z 2 calculando los puntos críticos, es decir: 


f'(x)-7 аы АШ” > х= 6 valor crítico | Z х 


З3(х-2)” 2 6 
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ahora calcularemos el maximo o el minimo. Para x = 6 


2<x<6, f'(x) «0 


M" > 3 
> 3jminimoen x = 6, el punto critico (6, >) 


4/2 


б<х<+ 20, f'(x) > Ü 


además la función f(x) es creciente sobre los intervalos <->, 2>, <6. +> y es decreciente 


sobre el intervalo <2, 6> ahora calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 


ro 19 
Pu, з. _ү > х= 12 de donde (12, 


12 
93l(x - 2) \100 


) es el punto de inflexión 





calculamos los intervalos de concavidad. 


D—— 


2 12 





-2(х-12 
Г) =—==== шаа 
N (х-2) 
рага x < 2, f''(1)>0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <->, 2» 


рага 2<x< 12, /''(х) > 0 =la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo «2,12» 


para х» 12, /"(х) 40 = la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <12,+20> 


4 








| € ) 
x)-( ? 
(7) f(x) E p 
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Solución 
" Sos f (х-2)7е” 

Calculamos los puntos criticos, es decir: f' (x) = d НЕ 0 >x=2 
(4-x) 

además x 7 4 es punto de discontinuidad. 

Luego determinaremos si tiene máximo o mínimo en x = 2 

+ (х 2)е”" ro» a a АСЛИ LUC 
р Суша а ÁE 2 4 


(4-х) 
para el valor critico x = 2 


рагах < 2, f'(x) » 0^ 
> No existe max. пі min. relativo 


para2<x<4, /'(х)> Ü 


además /'(х) > 0, V x e <4.+>> > f(x) es creciente sobre los intervalos <-2с,2>, <2,4>, 


e ^ <4,+20>, ahora calcularemos los puntos de inflexión es decir: 
_ (x—2)(x —1)xe `" 


| =0 = x=0x=1,x=2 
(4-2) 


гэ 


| 


е, 





B ] 
de donde (0.0), (1. —) . (2, ) Son los puntos de inflexión 
3e 


-4 T lI 


0 1 2 4 








5х«0, f'"(x) «0 = la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-so,()> 
510«х«1, f"(x)>0 = la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo «0, 1» 
S11<x<2, f'"(x)<0 — la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <1,2>. 


Si2«x«4, f''(x) > 0 = la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <2,4>. 


Si x»4, f'(x) «0 = la gráfica es cóncava hacia abajo en el intervalo «4, ёоо», 
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CONCLUSIÓN 






Ч: 




















(8) f(x) 2(x*1) (х-1)7 


Solución 


Calculando los puntos críticos, es decir: 


la) = (х-1)(х-115х:41) = (), de donde x=-1, х= 


A | — 


. X7] son los puntos criticos. 
Ahora analizaremos en que puntos críticos se tiene los máximos ó mínimos. 


PU) = G^ G7 Dx —1) -1 1 





; рагах <-], f'(x)>0 
=> No existe máx. ni min en x =-] 


| I 
para —] AE > 0 4 
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+ 


para el punto crítico x= : 





| ' 
ara -l«x«-—,.7(x)»9 
para X Р f(x) N 


3456 


3125 


= Jq тах. p= 





| 
mE, 
y 


] 
$ ` 


| 
para = < Melo (X) 50 





para el punto critico x= 1 


—«x«l, f'(x) «t 
= J min. enx = 1. (1.0) 
|<х<, 70): 


” | | | 
La función f(x) cs creciente sobre los intervalos <->. -1>, < A > y <i, +> үгсч 


| | | P | 
decreciente < —.1 > ahora hallaremos los puntos de inflexión, es decir: 
5 





f" (x) 44х-411(5х7 —2x-1)=0 >x=-l, за, хов Le de donde (-1.0) y 
13-48 12 


Рс Ее 6-/6)), L 1-6 1 


5 
5 5 625 


? (294 6/6 )) son los puntos de inflexión. 


Ahora determinaremos los intervalos de concavidad. 


46 1 + 46 -1 ч Д 4 
5 


|= 
/ (х) = 4(х + Мир бсн 


рага х<-1. /" (х) «0— la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-0.-1> 


| — 40 
para -! < x < —- 
Э 


6 
.—; 





. /f''(x)> 0 => la grafica es cóncava hacia arriba sobre cl intervalo 
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1-46 14-46 
5 


«x« 
5 


1-46 1446 


intervalo « : » 
5 5 


рага , f (x)«0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 











] + : j , . : 
рага х» , f'(x)»0 = la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo 










7709 | Сонна 


n, + Cóncava arriba 
EN ESE 
5 
l= JE 14-16 Cóncava abajo 
< PTA $ E -5 
< : ‚+оо > 









] + Creciente 
<-—1,—> 
5 
| - Decreciente 
<—. > 
5 
+ 


Creciente 






















Solución 
; ; 4(3x — T 
Hallaremos los puntos críticos, es decir: f'(x)-— Um =, >P -3 punto crítico 
x44) 


además х= – 4 es punto de discontinuidad ahora calcularemos el punto máximo ó 
mínimo. 
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qa 43х- 4) A 
FJ (х) re кар. -4 4/3 
4 Е 
рага ai spouses. f (x)«0 


4 
=> 3 minimo en x =— de donde: à =. 
3 3 8 


4 
para | «x «9, fy 0° 


además para x < — 4, f'(x)>0. Luego la función f(x) es creciente sobre los 
' 4 . : 4 
intervalos <-00, — 4», s Yd y decreciente sobre el intervalo ET ahora 


calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 


-24х-4 
f" (x) S TE A 
(x +4) 


de donde (4, 0) es punto de inflexión. Luego calcularemos los intervalos de concavidad 


=Ü > x-4=0 > x=4 


—4(x—4) - - 
Ц? (х) нь... á 
(x+ 4)“ 4 4 
para x «—4,  f'(x)»0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 
intervalo — oo, — 4> 
para -4«х«4, f'(x)>0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 
intervalo — 4, 4> 


para x>4, f'(x)<0 = la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 


intervalo <4, + 20> 





Conclusiones 


Creciente 


4 - Decreciente 
< —-4.— > 
3 — 
| 
< 3 ¿FOO > 


f(x) | Conclusiones 
«-ю,-4» Cóncava arriba 
Cic a 
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f(x)= х?е* 25? 


Solución 


Calcularemos los puntos criticos, es decir: 
f(x) = x' 3-4? уе -0 zsx990,.:-* 


puntos críticos. Ahora analizaremos en que puntos hay máximos y minimos 


| Li 


Го) = x* 8 -2x)43 + 2x)e 2 H : ^ 


2 2 








> Э тіп. en mei (E ? 233 gu 
2 2 8 





43 


җе» Щщ ^^ /'(х) > 0" 


=> по existe máx. ni min. 


<< E, Г'(х)> 0 


— 
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343 л, 


> J тахіто еп x=—, ( м 


2 


ж 
s| 


e f'(x) «0 


además la función f(x) es creciente sobre los intervalos „у <o> y 


| | 43 з 
decreciente sobre los intervalos Bis do 8 emo ahora calcularemos los 


puntos de inflexión, es decir: 


f") 22xQx +1)(2х —1)(-/2х 43) 42x —-/3 )е* 25" --0 


T X ‚ > , 
2 2 


gu 3 
Обн = NS d m 
( Mc 24 G => e).( 


Ahora calcularemos los intervalos de concavidad. 








' ЕЕ 
КК: EE 


f(x) =2х(2х 4 x - D 2x +43 2x - 39e 25 


para e , f" (x)«0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 


: 3 
intervalo: < =a] 2 » 
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para 4 < x < “>. f'(x)»0 => Ла gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 


intervalo: < „В 0» 


рага -<x<0, f'(x)«0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 


intervalo: < - 0» 


1 L : 
para din x f'(x)»0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 


] 
intervalo < 0, 2 » 


para 103, f (x)«0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 


intervalo A E > 
2 712 


TY 
para > Б , f'(x)»0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo 


« — IESS 
2 


RESUMIENDO: 


Го) 


Decreciente 
Creciente 


Creciente 
Decreciente 
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Cóncava abajo 


Cóncava arriba 


Cóncava abajo 


Cóncava abajo 
Cóncava arriba 





Eme Cóncava arriba 


ХХ л» 
| 2: | 


ЕЧ 








Graficar f(x) = соѕ( 


Solución 


Si x20 > flx)=cos0+x=1l1+x Y 






Si x<0 => (х) = cos x + 07 cos x 


| 11 x, x20 
Luego: а en MER 


Su gráfica es: 


Hallar: 





Хх 
Sea /(х) = , 
4 х? +7 


a) Los intervalos donde f es creciente y decreciente. 
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b) Los valores máximos y minimos relativos. 
c) Puntos de inflexión y graficar. 
Solución 
x 7 
== entonces f'(x) =——ə 
y x +7 


(x^ + 73 


f(x)» 





f' (x) » 0, Vx є К, entonces f es estrictamente creciente en R. 


No tiene máximos ni minimos relativos. Además lim f(x)=1 y lim f(x)=-1 
x>+w x—-u 


f(0) = 0, su gráfica es: 





Н. 
(1) Si f(x) 2 ax? ^ bx? , determinar a y b de modo que la gráfica de f tenga un punto de 
inflexión en (1,2) 
Solución 
Como (1,2) es punto de inflexión => f''(1) 20 
f'(x) = Зах? +2bx => /"Чх)-бах- 25 


f'"(1256a42b > За+ь=0 


además (1,2) pertenece a la gráfica de f(x), entonces: 
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lin 
a=-1 
. эь 


{1)=2 > f(1)=a+b=2 > a+b=2, Luego: w 


= 


Determinar a y b, tal que: f(x) -2x! «ax! +b presenta un extremo relativo en (1, -2) 
Solución 

Como (1. -2) es un extremo relativo => f'(1)=0 

f'a)=6x”+2ax > /'()=6+2а=0 > а= -3 

además (1, -2) pertenece a la gráfica de f, entonces: 

f1)2-2 > 2+a+b=-2 > a+b=-4.> b=-l 

Si f(x) = ax? + bx? + cx , determinar a , b y c de manera que (1. 2) sea punto de inflexión 

de la gráfica de f y de pendiente de la tangente de inflexión en dicho punto sea —2. 
Solución 


Como (1,2) es punto de inflexión => f''(1)=0, entonces: 


f'(x) = Зах? +2bx+c > f"'(x) = бах+ 25 entonces: 
Г) = ба +265 = 0. де donde 3a+b=0 


además se tiene la pendiente de la tangente de inflexión еп (1,2) es (1) = ~2 


entonces: f'(1)=3a+2b+c=-2 entonces За + 2b + c = -2 


también (1, 2) pertenece a la gráfica entonces f(1) = 2, es decir: 


, 


3Ja+b=0 qud 
3a+2b+c= 2 > b=-12 
a+ b+c=2 Cc 





f(1)=a+b+c=2 > a+b+c=2, Luego 
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(4) Hallar a, b, c y d de manera que f(x) = ах? * bx? +cx+d presente extremos relativos en 


(1, 2 y (2, 3) 
Solución 


Como (1, 2) y (2, 3) son extremos relativos => f'(1)=0,f"(2)=0, entonces 


Г) =3a+2b+c=0 


f' (x) = Зах? +2bx+c de donde 
Г'(2) 212a * 4b «c -0 


además los puntos (1,2) y (2,3) pertenece a la gráfica, entonces: 


ne a+b+c+d=2 
— 
но) =з 8a +4b+2c+d = 3 
3a+2b+c=0 a=-2 
| 12a+4b+c=0 b=9 
por lo tanto se tiene: = 
a+ b+c+d=2 c=-12 
8a +4b+2c+d =3 d=J 
(5) Dada la función /(x) = mx? + nx? +rx+t , determinar las constantes m, n, r, t para que f 


tenga un extremo relativo en (0, 3) y la gráfica de f con punto de inflexión en (1,-1) 


Solución 


Como (0, 3) es un extremo relativo > f'(0)=0 entonces 


f'(x) =3mx? +2nx+r > f(0)=r=0 => r= 0 además (0, 3) pertenece a la gráfica 


entonces f(0)- 3 entonces 0+0+0+t=3 = t= 3. Como (1,-1) es punto de inflexión 


=> f'"(1)=0, /"(x)=6mx+2n => f'"(1)=6m+2n=0 de donde: 


3m + n= 0 además el punto de inflexión está en la gráfica > 1) = -1 entonces 
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m=2 
Зт+п = 0 
n = —6 
m+n+r+t=-1 > m+n=-4. Por lo tanto: zh { 
m+n=-4 E 
: M= 3 


Sea f(x) = ах? * bx? +cx+d una función. Hallar los valores de a, b, c, d tal que f tenga 
: x ] 49 
un punto de inflexión en p( 3 127 , y sea tangente a la recta y = 3-2x en el punto О(0,3) 


Solución 


4 
Como pes un punto de inflexión entonces: f "50 
ГО) = Зах? +2bx+c > f''(x) = бах+2Ь > f C7 -3а+2=0 — -3a*2b-0 


. 4 : 
ademas p( -z 2) pertenece a la gráfica de f entonces 


a e a 22-52 
2 ы 8 4 2 12 


sea L,:y=-2x+3 > mL, =-2 > f'(005-2 >0+0+c=-2 > c=-2 


además el punto Q(0, 3) pertenece a la gráfica > f(0)=3 = 0404044-3 => а = 3 


[-3a+20=0 EE Т: | | 
a b | — a 1 ә 3 Porlotanto a=—, b=—, c=-2, = 3 


PROBLEMAS SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS 


Una caja rectangular tiene una base cuadrada y no tiene tapa. El área combinada de los 
lados y el fondo es de 48 pies cuadrados. Hallar las dimensiones de la caja de máximo 
volumen que cumpla estos requerimientos. 


Solución 
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Condición del problema: А = x^ + 4xy = 48 


48 -x^ | 
de donde у = además V = x? y 
x 


48-x` _4йх—х' 


V(x) = x° 
шээг 4х 4 








V'(x)= NIA =0 = х= +4 puntos críticos 


V''(x) =-ухэ V''(4)=—6<0 => 3 máximoen x=4 











como у = - => у= 2. Luego las dimensiones de Іа caja deben ser x = 4, у = 2. 
Q) Encontrar la altura del cono recto de mayor volumen que pueda inscribirse en una esfera 
de radio R. 
Solución 
mr2h 
Se sabe que el volumen del cono es: £ 3 (1) 
` B 
D 

Del gráfico se observa que: ACAB = ABAD entonces: 

E ..«(2) 


r 2R-h 
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ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: V =V(h) - E Qni -32) =- (2Rh? L 3, 
Vh = = (Ок? -h3),0<h<2R 
(үг ar) qaspa 2 
3 3 
V"(h) =- AR - 6h) => más == (4R-8R) - Ла «0 


= 4R . 4R | k 
тш» dmáximoen Л аз por lo tanto рага Л “чад se tiene el volumen máximo. 


Dada una hoja cuadrada de lado a, se desea construir con ella una caja sin tapa, cortando 
en sus esquinas cuadrados iguales y doblando convenientemente la parte restante. 
Determinar el lado de los cuadrados que deben ser cortados de modo que el volumen de la 
caja sea el mayor posible. 

Solución 


El lado del cuadrado cortado =x entonces el volumen de la caja es: 
› а 
V(x) 2x(a-2x)y , 0«x Чи 


V'(x)= (a -2x)? — 4x(a — 2x) 


V'(x) = (a-2xYa-6x)-0 => х=, == 





''(х)=—8а+24х > Y" (5) =-8а+4а=-4а<0 
бас: а 
=> J тахіто en di 


э: а 
Por lo tanto el lado del cuadrado cortado para obtener volumen maximo es х= 6 
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(4) Un rectángulo a de tener un área de 64 pulgadas cuadradas. Hallar sus dimensiones, de 
forma que la distancia desde una de sus esquinas al punto medio de un lado no adyacente 
sea minima. 

Solución 
Datos del problema: x x 
64 | > х? 
А = ху= 64 > у= —,а = .|у? + 
и 0X Y 4 d 

' Ú Hl аа y A 

| 4 2 4 
Г(х) = J e ¡> _ У16384+х* entonces 

К 4 2х 

4 

f'(x)- ED LL мыкы 0 = х“ -16384 - 0, de donde x= 18172 

2x? 416384 x 
Como y= 2 => у = 44242 


ТЗ 
Luego las dimensiones son 4 4212 у 842 pulgadas. 


(5) Hallar los puntos de la hipérbola > айр, y^ =1 más próximo al punto (0, 1) 


Solución 





Condición del problema d = х? + es 1)? 


Como x? mp =1 > x° = у? +1 
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Entonces f(y) -4)у? +1+(y-1)? -4/2у? -2y+2 


Ty — 
A E m n =2у-1+05 y=% 


== 
42y -2у-2 


5 
сото x-y? =1 = х =+]у? +1 = 121% 


— 


Por lo tanto los puntos más cercanos a la hipérbola al punto (0, 1) son RCS.) y 


2 
5 
Р, 35.1, 
p 


Si un recipiente cilíndrico de lámina (cerrado en ambos extremos) ha de tener V como 
volumen, encuéntrese las dimensiones que requieran la mínima cantidad de material. 


Solución 


Р 





Datos del problema: V = л "Л de donde л = 


= 





nr 
з WV 
A, —-2nr)-4«2nrh entonces A, -2n r^ 4 — 
7 
Э 
A, (ғ) = 2л y? S d 
Р 
jy 
A, (r)e4nr - 5 2g — t d. 
r? 2л 
4 [vy FAV 
А, (r) = An^. > A, (Qi —)=127 > 0) > existe mínimo enr = Uo e E 
Л л 


La sección de un canal de irrigación abierto ha de tener la forma de un trapezoide 
isósceles con lados de pendiente 3 Si el área de la sección a de ser 52.674m^ . ¿Qué 


dimensiones son las que hacen minima la superficie sustentadora (el fondo y los lados)? 
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Solución 
— ү 




















puc. m 5 мэ ax + 2m => 52.674 = баг po” == а А 
3 m 4 h 4 
5 5 
Además se conoce por geometría que: s=(x+2y)L, donde y = Vh? + m^ = y=% 
EL > s(h) = cu ны 2 
s'(h) = (- . pa 0 заг 38:09 > h? =30.0994 => h = 5.5 mts. 
j2 


3 
Como S d > y= 6.875 mts 


Como х= 





2 Цы 2” > x= 5.45 mts. 
h 4 


Por lo tanto las dimensiones son: x = 5,45 mts. y = 6.87 mts. h = 5.5 mts. 


( 8) En un cono circular recto de radio r, se inscribe un cilindro circular recto. Hallar el radio 
R del cilindro para que: 


a) Su volumen sea máximo b) Su área lateral sea maxima. 
Solución 
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a) Volumen del cilindro = V =z R? y aX 
. Л r AR 
Además AABC = AECD, de donde == > y=h-— (2) 
Л-у К F 
À 3 hR? 
reemplazando (2) en (1) se tiene: V -z(R^h-——) 
F 


3 ? 
И(г)=л(Ё” Е. жең V'(Rye n QR 2 PO de donde к= 
r r 


| 6R 2r 
V'(R)e n h(2-7——)2 V'CL)enhQ-4)- 2n h «0 
r 


=> 3máximo cuando R = = 


b) El área lateral del cilindro es: А = 2nRy 


3 


A(R)= 2лК(Л E = 2л h(R Е.а 
r r 


АСК) 2л - 55) 20 => R=> 
п 


4 
A(R) = Th 





«(0 = 3 máximo cuando R = 


Una estatua de 6 mts. de altura tiene su base a 2 mts. arriba del nivel del ojo de un 
observador. A que distancia de la estatua debe colocarse el observador para que el ángulo 


subtendido desde su ojo por la estatua sea máxima. 


Solución 


Sea x la incógnita correspondiente a 0 máximo sea f = 0 + a, de donde 0 = ñ - а 
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tg B —iga 


tg 0 = tg( B —a) =: 
š Бий que ] * tg a.tg p 


2 "RE: 
además іра =—, ig D —— 
X x 














8. 2 
] * tg a.tg P pa UE x^ +12 
х? 
4 4; 
tg 0 == a = 0 =G. оа , derivando: 
x^ +12 х“ +12 
эж. 4(x? +12)-4x(2x) 
dO _ d: +12 __ (х2+12)2 48-4x! 
lr Pm: gl od аад d A 
(x? 412)? (x^ +12)? 
) «dg? - 
as DEA =M -a х= +24[3 





dx х 40x? +144 


Por Јо tanto analizando рага х = 243 se tiene que sea máximo. 


Una ventana tiene la forma rectangular con su parte superior en media circunferencia. 
Cuáles serán sus dimensiones para que penetre el máximo de luz рага un perimetro dado. 


Solución 


De los datos del problema se tiene: 
! x 
y 
X 


mx TX 

А WE 2 + x =< perimetro. y =5(Р- x 

La cantidad total de luz correspondiente a la mayor 
superficie es: 


Af v д 22 рл Qe E 


К 2 2 
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2 
А(х)-2--х-22-0-»х- 23 
2 л-4 
r . . 2Р 
A" d SA <0 =» Э máximo en x= 
4 л-4 
1 2) 1 2Р AP P 
como yr z —(P as dne Ста та 
2 2 л+4 2 п+4  л-44 
Por lo tanto las dinensiones son: х = = y y= à 
T+4 л-4 


Dada la recta L: x + 2y = 8, encontrar las dimensiones del rectángulo de área máxima 
con uno de sus lados sobre esta recta y cuyos otros dos vértices están en los semi ejes 
coordenadas positivos. 

Solución 


l | 
mL = -–= ша, además Ө = 180 - a, 


һә | — 


entonces tg0 = tx(180 —a) = – tg a = 


OA=acos0, ОВ = аѕеп Ө 
Por simetría de triangulos АВЕС = ЛОВА 


BE а pero BE = 4—asen Ө 
BC OA 





entonces BC -^ y OA=acosU 


4-а56:0 а 


=> b= cos Ө(4-аѕепӨ) 
b a cos 0 





luego 
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45 


8-/5а-2а” 


área = 4=аБ= " TEPE = A(a) derivando tenemos 
ME = а -245 


AN) = E 0 >J máximo en а= 245 


ye 2а 845-445 445 


como b = 2-1 = > —= 
5 5 
Luego las dimensiones del rectángulo son: a -245 y De zx 
(12) Un rio tiene un codo de 135? (ver figura) un granjero desea construir un corral bordeado 


por dos lados por el río y los otros dos por 1 Km. de valle ABC, Hallar las dimensiones 


del corral de área máxima. 





Solución 


Se tiene que Z= x por ser triángulo isósceles 
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De los datos del problema se tiene: 






A 
AB+BC=lkm.=2x+ y 457, X 
de donde у= 1--2x. AA ИСМИ 
C D y P 
с? y? Зх? 
А = area total es = xy + —- = x(] — 2x) —— > A(x)- E 
A - 
A (x= 130 => 2-8 numero critico 
> m " 1 2 1 
А"(х)=-3 > 4 (Ed =>3 máximo еп ru y como dal in a 


por lo tanto las dimensiones son: y — de Km. 


w | N 


l 
3 
Una hoja de lata de anchura “a” debe ser 
encarvada longitudinalmente en forma de 
canalón abierto (ver figura). ¿Qué ángulo 
central p debe tomarse para que el canalón 


tenga la mayor capacidad posible? 





Solución 
A = área de la parte sombreada 


A = area del sector circular área del AAOB. 


Кеп Баар, 


4-8 RE 
2 


R: 
Хал ха 


‚ A cos p)=0 >cosp=1 = р= 0 
dp 2 
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(14) 
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como 0 < p < m, por lo tanto para obtener la mayor capacidad posible se tiene p = л. 


Es decir que la sección del canalón tiene la forma de semicircunferencia. 


Determinar la altura mínima л= ОВ que 
puede tener la puerta de una torre vertical 
ABCD. para que atravéz de ella, se pueda 
introducir en la torre. una barra rigida MN , de 
longitud. L, cuyo extremo M resbalará a lo 
largo de la línea horizontal AB. La anchura de 
la torre es d < L (ver figura). 


D C 
N 
0 
¿> 
A B M 


Haciendo rodar la barra por ambas paredes a una distancia “d”, desde la pared vertical, la 


barra se levantará una longitud H del suelo. El problema nos pide, este máximo 


levantamiento y para esto se tiene: 





Por semejanza de triángulos se tiene: ABOM= AMAN 


LcosO—d | Lcos0 L cos 0 — d 


= ———— , de donde H = 
H Lsen 0 c tg 0 


Н = (L cos 8 — d) tg Ө ahora derivando: 


H 
> =(Lcos0 —d)sec* Ө + 1g 0(-1 ѕепӨ) «0 
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Lcos0-d  Lsen? Ө 


2 d 
- => со Ü == 
cos” 0 cos 0 L 


E ав... 
cos 0 - 14 = sn0= ji- 
VL L 


I (2 y 3 
ld P u Р 
H -ua -d)- LA simplificando se tiene: M - (Ye Ya? py" 
Y 
L 


Inscribir en una elipse dada, un rectángulo de la mayor área posible, que tenga los lados 
paralelos a los ejes de la propia elipse. 
Solución 


2 


- 


s x" Jy 
La ecuación de la elipse es: —++—-=1 
b 





2 





Ja? 2 
a —x 


b 
dedonde: y-- 


a 





- h. " 
Condición del problema: 4 = ху = Pa? —x' = А(х) = 25.1, 2-3 derivando 
a a 


dA b 9 5. рх? b СЛИКЕ b 
=— 4а -x* ———= ———=0 = x= COMO y=—vya” -x 52657 


а 
dx a aya? =x? 15 а 
Jd 2b - 
Luego las dimensiones del rectángulo son: 2x =—= = [2а ‚ 2у=—== A2b. 
42 42 
PROBLEMA SOBRE EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y DE ROLLE 


Verificar las condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle son satisfechas por la 
función dada en el intervalo indicado. Luego encontrar un valor adecuando para C que 


satisface la conclusión del teorema. 


a) /(x)=x*-4x+3, [1,3] 
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Solución 
i) La función f(x) es continua en [ 1, 3] 
п) Como f'(x)=2x-4 > 3 f'(x) Vx 
Hi) (а) = (b) = 0 puesto que {-1) = 0 y f(3) = 0 
ahora hallaremos un valor z e «1, 3>, haciendo: 
/'(2) = 0 para esto se tiene /'(x) 22x -4202 f'(z) 222-420-2722 


b /(Q)-2x'-l16x, [-4,0] 
Solución 


i) La función f(x) es continua en [-4, 0] 
ii) Como f'(xj 23x! -16 > 3 f(x). Vx .. f(x) es diferenciable en <-4,0> 


iii) Қа) = f(b) = 0 puesto que f(-4)=0 y f(0)=0 ahora hallaremos un valor 


z € <-4, 0>, haciendo f(z) = 0 


- 


como /'(x) =3x* -16 = TU -3:1-16-0 de donde = шил 
D TM -24-1-472 TT 
Solución 
i) La función f(x) es continua en [1, 2] 
ii) Como /'(х) 23x? -4x-1 = J f (x)Vx 2. f es diferenciable en «1,2» 


iii) Қа) = ЦЫ) = 0 puesto f(1) = 0, f(2) = 0 ahora hallaremos un valor z e <1, 2>, 
haciendo /'(z)=0 


24-47 


como f'(x) 23x! -4x-1 = f'(z) 232! -4:z-120 = -=— 
3 





м 
por lo tanto 3 - = ~ +47 en <1, 2> tal que /'(z) = 0. 


$ 
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Verificar que la hipótesis del teorema del valor medio se satisface para la función dada 


en cl intervalo indicado. Luego encontrar un valor adecuado z. que satisfaga la conclusión 


del teorema del valor medio. 


a) 


b) 


c) 


f(x) x? *2x-1, [0,1] 
Solución 


Se tiene que f(x) es continua y diferenciable V x y con esto satisface las condiciones 


dcl teorema. Ahora hallaremos un valor z en «0, 1>, haciendo 


1) - f (0 
i EO = f(1)-f(0)= 2-(-1)=3 


e< 0,» 


м | — 


сото: f'(x)=2x+2 > (2) = 22+ 2 = 3, de donde = = 


f(x) x^ ?, [0.1] 
Solución 


entonces f(x) es diferenciable en 





Calculamos la derivada: f kas 93 
X 


<-©, 0> U «0, +> y por lo tanto es continua en [0,1]. 


Ahora hallaremos un valor para z haciendo / (2) -МЭ-НӨ 5 rig 0-19 zl 
T Y 
como реу „ү. > (=) = ===] = s e" = юэ? є «0, 1> 
НИ”, ^" * B na 127 i 
l 3 
f X =x-l1+——; —.3 
ш x+] r 
Solución 





La función f(x) es continua en 3]. y como pter - — > f(x) es 
ху 
3 
diferenciable en «-oo, -1> uw <-1, *»» en particular es diferenciable en ЭЭР, » 


3 
ahora hallaremos un valor = є< E 3» haciendo 
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- 9 
3 /0)- е 7) e 
ma » I9 PERS 06 4 ШШ j como f'(x)=1- | - 
b-a 1-3 18 40 (x +1)" 
7 7 
Улаан (2+1)? bu. Ї15--Ї1НН, 10 _ 2=-1+, Р EX — T3» 
(z+1) 40 7 T7 
8—4x! sixS] 
(3) Verificar si el teorema del valor medio es aplicable a la función: f(x) = J ЕЯ 
|4x 2 six >] 


en el Intervalo [0. 2] en caso afirmativo hallar el valor ó valores que lo verifican. 
Solución 


i) Analizamos la continuidad de la función f(x) en [0,2] para esto veremos si es 
continua en el punto sospechoso x = 1. 


f(x) es continuaenx=1 < 3 Lim J(x)= f (1) 

3 Lim f(x) => Lim Fx) = Lim f(x) 

Lim f(x) - Lim 8-4x? =8-4=4 

como 3 Lim f(x) 581) 24 > f(x)es continua enx = 1. 


por lo tanto f(x) es continua en [0, 2] 


is , xxl 


ii) Como ша TS. 0) = РО) --8 > f(x) es diferenciable 


en «0, 2» por lo tanto satisface las condiciones del teorema del valor medio, 
entonces 3 z e «0, 2» y 1o hallaremos haciendo 


 f(2-/f( 1-48) 7 


como f'(1)=-8 > 71410791 pero /'(x)2-8x рагах < 1 
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| | 6 
Luego los valores que satisfacen el teorema del valor medio son 23 y TE 


Verificar si el teorema del valor medio es aplicable a la función /(х) = 3 
X 





en el 
intervalo [1, 2]. en caso afirmativo hallar el valor ó valores que lo verifican. 


Solución 


4 | ! 
F(x) no es continua en x= 3 є [1,2], por lo tanto no es diferenciable en «1, 2> 


Como f(1)=-1 y /(2) => entonces no existe z є <1, 2> 





Tal que ro 0-79 
| : 2 5 421-4 
С (z)2— : Eccc (мер. mM NM lm n 
omo /'(z) A f'(x) Ттт. => Бол E 


Por lo tanto no existe z real que z e «1, 2». 


Luego no se cumple las condiciones del teorema del valor medio. 





© 


Determinar los puntos criticos, intervalos donde la función es creciente y decreciente, los 
máximos y mínimos relativos. 


f(x) = х“ -14x7 —24х +1 Ира. máx.x=-] y min. х = -2.3 
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О-О © © © 6 e e 


@ O 


@ © © 


nE х +1 


y 
X° +x+] 


fO = ТЕЗ" 


f(x) 2] —(x 29542 





Ло) =x] -x 


fo) = x! 0- xJx) 





2 
MS +2x-23 
х-4 
f(x) = - 
|+ x` 
: 1-Х-Х7 
f (x) = Р 
l-x-x^ 
| X +X+] 
f(x) г 
ү — x+] 


Los 2x3 -6x^ -18x 4 7 


Eu L cB 
Ln(x^ + Ax? +30) 


f (x) = 
dcm ay aly” 42 


f(x) = x — Ln(] — x) 


Ho) = х-ті хэс) 


Rpta: 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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máx.x=0 y min.x=-2 


máx.x=-1 y mín.x=1 


тах. х= 2 


I 1 I 
máx. x =— y min. х= – 


l 
42 42 


Ра Т y тіп. х= 0 
\ 49 

тах. х= 3 у тіп. х= 5 

тах. х= 1 у тіп. х= -1 


min. х= — 


тах. х= 1 у тіп. х= -l 
тах. х= -1 y min.x = 3 
máx. x = -3 
тах. х = 0 


тіп. x = 0 


No existe, crece. 
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@ 


f(x) -1(х2-а2)7 
2 3 2 
Ha) 2 (x -2x)bnx— x + 4x 


Х 


f(x) = 
x^ —6x-16 


f(x) = xLnx 


f(x) = arc.sen (14x) 


f(x) - 209" A“ 


fon =a -n 


x -2y(8 --. 
аја 227) 


f(x) = xarc.tgx 


X 


ух? -4 


(х) = х(х E (x py 





(х) = 


ТОВ” xLn?*x 








| 2акс.\рх 1 x 
f (x) AE are. tel =) 
3 3 1-Х7 
1 
a 
x(4-x") 
з 4 
J (x) =-= 


Rpta. 


Rpta. 
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máx.x=0 y mín. x=+a 


màx.x=] y min.x-e 


Rpta. es decreciente <20,2>,<-2,8>,<8,+0> 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta 


Р l 
min. en x =— 
e 


«-2. 0» crece. 


піп. епх= 2 
тіп. x= 1 у тах. х= O 
тах. en x = 3.2 


A máx ni mín. 


Rpta. máx. en x= -24/3 ; min. en x 2243 


Rpta. 


Rpta. 


min. x= 0.23, 1.43 y máx.x=0 


| ; 
тах. еп x=— y min.en x= 1 
e” 


Rpta. No existe máx. ni min. 
: 2 2 
Rpta. тах. еп x = — ymin. en x = —= 
T Л 


Rpta. 


máx.enx=0 


Aplicaciones de la Derivada 


OD & & 9 O ш O O 


© © 


бф © © 


629 


Construir las gráficas de las funciones indicando, los puntos de discontinuidad, los puntos 


críticos, intervalos en donde es creciente y decreciente, los máximos y minimos relativos 


los puntos de inflexión y los intervalos de concavidad. 


f (x) 23x* « Ax? -6х7-4 


f(x) = x! (x+ 4) 


f (x) = y - 32 43x? +1 
| x? 

f (x) "a 

1(х)-3х77 — 2x 

f(x) -(х-2)/-х 


f(x) = х—1п(х +1) 


1 
X 


f(x) = 
3 > 


а= 





f(x) = x—arctgx 








7 cum 
З 1-х 
| xel)? 
|a= A 
(x+1) 


f(x) 2 x? - 4|x| 43 


ағс.ѕеп x 


f(x) = — => 


/ = 





e © © © 


[d 


@ @ @ 


© © © 


© & @ 


Mx) = 


f (x) = 


f(x)=x* - Ax? +16x 


f(x) = 3x° 45x 
к“ 
Г) =--2х' PS +2 


X 





2 
X — 


f(x) = y)? go, 4/5 


f =(х+ї 0-2) 


f(x) = тх? +1) 


f(x) 2 — 
X 


Lnx 


J (x) = x+—— 
x 


f(x) = xe Р 


Е 3 


2x7 


го) 2M? -x 


f (x) = arc.sen(l 352) 


Ф 
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f(x) = Ln(x` —1)+ 


Hx)= 


f (x) = 


f(x) =x+sen x 


l 


A —— 
sen x + cosx 


: > 
f(x) = cos x — cos x 


f (x) = Ln(e + Ь, 
x 





2 
X^-— 


: x 
J (x) е 


Lnx 


f x) wa 


X 


Мос 2): 








f(x) = 40 + 4)? - Ax - 4»? 
Го) e Nx? 


16 
x*(x-4) 





f(x) = Mex? -x? 


(x^ +3) 


ух? +1 


Fix) = 





f(x) =2x* - 4x? 


© ®@ @ ® © ® A O ® ® © O 


OMS 


f(x) 


f(x) = 


f (x) = 
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f(x) = cos x.cos 2x 


f(x) = зеп? x + cos ` x 


f(x) =sen x + cos х 


_ Ln x* «1-1 


f(x) = (x *I))Lm (x41) 
f(x) = Ln(2) 
2 a 


Гох) 2 (x! +2)e " 


x 


Y y? -- ] 








f(x) =2x+ 2-34 (x+ 2)! 


it ыле 


4x —12 
(x-2) 





го) = 73 Aa 


1(х)- 4хЎ - 5x* 
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2 
O) 


© 





2 
f(x) = 2(18x+6x* -2x? Esa f(x) „ү 
N- - 
3 — 
f (x) = - > Г(х) = агс1р(1пх) 
Х- К 
f(x)= Ln(3x - x^) (60) f(x)=e * cos x 


Si f(x) = ax^ +bx? + ex , determine a, b y c de manera que la gráfica de f tenga un punto 


de inflexión en (1,2) y que la pendiente de inflexión ahi sea —2. 


Si f(x) = ах“ + bx? +cx? +dx+e, determine los valores de a, b, c, d y e de manera que la 


gráfica de f tenga un punto de inflexión en (1, -1), tenga ahi su origen y sea simétrica 
respecto al eje y. 


Obtener a y b tales que la función definida por: f(x) =x`+ax2 +b, tenga un extremo 


relativo en (2,3). 


Determine a, b y c tales que la función definida por f(x) = ах? +bx+c , tenga un valor 


máximo relativo de 7 en 1 y la gráfica y = f(x) pase por el punto (2, -2). 


Hallar a. b. c y d para y = ax? +bx? +cx+d, sea tangente al eje X en (2 ,0) y tenga punto 


de inflexión (0, 4). Rpta. a = £&= Q e= 350 4 


Determinar los coeficientes a, b, c y d de tal forma que la función f(x) шах bx, +cx+d 
tenga un máximo en (-1, 10) y un punto de inflexión en (1,-6). 
Rpta. a=1, b=-3, c=-9, d=5 


Determinar las constantes a y b de manera que la función f(x) = x! +ах? +Ьх+с, tenga 


un máximo relativo en x = -1 y un mínimo relativo en x = 3. Rpta. a = -3,b = -9 
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; - a 
Determinar la constante a de modo que la función f(x) =1 +> tenga un 
x 
minimo en x = 3. Rpta. a= 16 


: o b 
Determinar las constantes a y b de manera que la función f(x) = x? * ax! +bx+c tenga 


un minimo relativo еп х = 4 y un punto de inflexión en x= 1. —Rpta. a=-3 y b=-24 


| » a 
Determinar la constante a de modo que la función f(x) =x +— tenga un punto de 
x 


inflexión en x = 1. Rpta. а = -1 


Sea f(x) =x +ax* +bx?+2x-2 
a) ¿Qué condiciones deben satisfacer a y b para que en x = 1 exista punto de inflexión? 
Rpta. 3a+b=-6 


b) ¿Existen a y b de modo que en x = 1 exista punto de inflexión con tangente 
horizontal en este punto? Rpta. a=-3, b=0 


Si f(x) 4Х| x-1 р , donde a y b son números racionales positivos, demuestre que f 
a^ b^ 


tiene un valor máximo relativo igual a la expresión: — — ——- 
(a + b) 


PROBLEMAS SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS 
Encontrar el área del mayor triángulo isósceles que tenga un perímetro de 18 pulgadas. 


Rpta. 4 =94/3 и? 


Se debe construir una lata cilindrica (con tapa) de manera que se gaste el menor material 
posible. Cuál debe ser la relación entre la altura y el radio de la base para que esto ocurra? 


Rpta. h = 2r 


Encontrar la ecuación de la recta que pasa por P(3, 4) y forma con el primer cuadrante un 
triángulo de área mínima. Rpta. 4x + 3y-24=0 
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Un rectángulo tiene dos de sus vértices sobre el eje x los otros dos están respectivamente 
sobre las rectas y = x, 4у + 5x = 20. Hallar el valor de Y para que el área del rectángulo 


sea máximo. Rpta. x 


Una hoja de papel tiene Acm” de material impreso, con márgenes superior e inferior de 


4cm. y márgenes laterales de 2cm. Determinar cuales deben ser las dimensiones de la 


844/24 
2 


hoja para que se use la menor cantidad de papel. Rpta. Base y 84 424 altura. 


Si los lados de un rectángulo son a y b, demostrar que el rectángulo más grande que 
puede construirse de manera que sus lados pasen por los vértices del rectángulo dada es 


un cuadrado de lado a+ 44. i 


J2 
Determinar la superficie lateral del cilindro recto que puede ser inscrito en un cono 
a 
circular recto dado. Rpta. 4-——. 
Un alambre de longitud L es cortado en dos partes, con una parte se forma un cuadrado y 
con la otra una circunferencia. De que modo debe ser cortado para que la suma de las 


lado del cuadrado. 





| — л L 
áreas sea máxima? Rpta. x= 
Л + 


Se quiere construir un jardín que tenga la forma de un sector circular con un perimetro de 


30 mts. Hallar el jardín de mayor superficie. Врќа. 56.25mts? 


Se tiene una hoja rectangular de papel, de lados 8 y 15, se desea hacer con ella una caja 
sin tapa, cortando en sus esquinas iguales y doblando convenientemente la parte restante. 
Determinar el lado de los cuadrados que deben ser cortados, afín de que el volumen sea 


5 
el mayor posible. Rpta. 3 


e . , 4 ч 54 ы Г . 
Un punto móvil P describe la curva у= —– , х > 0. Determinar la distancia minima 
X 


de P al origen. Rpta. 242 
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Se necesita construir un embudo cónico cuya generatriz debe ser igual a 20 cm. Cuál debe 


i2 
ser la altura del embudo para que su volumen sea el mayor posible. — Rpta. га cm 


Si un paralelogramo y un triángulo tienen un vértice del paralelogramo está sobre los 
lados del triángulo dado. Probar que el área del mayor paralelogramo que se puede 
inscribir del modo descrito, es igual a la mitad del área del triángulo (se conoce la base y 
la altura del triángulo). 


Se quiere construir un jardín en forma de sector circular con un perímetro de 30 mts. 


Hallar el jardín de mayor superficie. Rpta. A=56.25mts* 


Hallar un punto sobre la parábola y=4-x*, tal que la recta tangente en el segundo 
cuadrante, determine un triángulo de área minima (con los ejes coordenados). 


Rpta. эв 


Hallar las dimensiones del rectángulo de mayor área y con los lados paralelos a los ejes 
coordenados que puede inscribirse en la figura limitada por las dos parábolas 


3y -12-x?, 6y = x? —12. Rpta. Base 4, altura 4. 


Hallar las dimensiones de un rectángulo de área máxima inscrito en un triángulo de lados 
8, 10, 12, tal que un lado del rectángulo está contenido en el lado del triángulo de lado 


12. Rpta. Las dimensiones son Ll y 6. 


Debe construirse una lámina triangular isósceles y de 60cm. de perimetro de manera tal 
que al rotar sobre su lado común a los ángulos congruentes determine un sólido de 
volumen máximo. Cuáles deben ser las dimensiones de los lados de la lámina triangular? 


Rpta. Las dimensiones son 2 y 15 


Hallar la base y la altura de un triángulo 1sósceles de área minima circunscrito a la elipse 
2 42 ` 
_ + 2 — =] , y cuya base sea paralela al eje X. Rpta. Altura 3b, base 243 a. 


a 


X 
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Dados los puntos А(1.4) y B(3,0) en la elipse 2x* + y^ =18, Hallar un tercer vértice C 


tal que el área del triángulo ABC sea máxima. Rpta. (-46 —6) 


Un cuadrado de altura 1.4 mts. Cuelga de la pared de modo que su borde inferior está 
1.8 mts. por encima del radio de la vista de un observador. A qué distancia de la pared 
debe colocarse el observador para que su posición sea la más ventajosa para contemplar el 
cuadro? (Angulo visual: el mayor posible). Rpta. 2.4 mts. 


Hallar el área del mayor rectángulo que tiene su base inferior en el eje X y con los 


vértices en la curva. y 212-x? Ера. 4 = 32и? 


Si un punto de una elipse inscrito en un semicirculo está sobre el diámetro у tiene otros 
dos puntos sobre la semicircunferencia en posición simétrica. Demostrar que su área será 





E 27 r? . | 
un maximo igual a —— donde r es el radio del círculo. 
343 
Un alambre de longitud L es cortado en dos secciones una para formar un cuadrado y la 
otra para formar un triángulo equilátero. Cómo debería cortarse el alambre 
a) Para que la suma de las dos áreas sea máxima. 


b) Para que la suma de las dos áreas sea mínima. 


431 37 


Rpta. а) Lado del cuadrado = y Lado del triángulo =—— 
94 443 Ч 9+44/3 





2 


b) Todo el cuadrado (área total máx.) = = 


Dado un sector circular de radio r; si el perimetro P mide 100 pies. ¿Qué valor del radio r 
producirá un área máxima? Rpta. r = 25 


Hallar la base superior de un trapecio isósceles de base 12m. y lados 5m. si su área es 
máxima. Rpta. 64-486 
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Hallar los puntos sobre la curva 5x : —6xy +5 y? =4 que están: 


а) más cercanas al origen. b) más alejadas del origen. 
Rpa. а) (y (Er) b) (1,1)у(1,1) 
пин Pros | i 


Un fabricante de cajas va ha producir cajas cerradas de volumen específico, cuya base es 
un rectángulo con longitud igual al triple del ancho. Encontrar las dimensiones más 
económicas. Rpta. La profundidad será la mitad de la longitud de la base. 


La resistencia de una viga rectangular es proporcional al ancho y al cuadrado de su 
profundidad. Encontrar las dimensiones de la viga mås resistente que pueda ser cortada de 
un tronco, en forma de un cilindro recto circular de radio a. 


Rpta. ancho + a, profundidad 


Un cono recto circular va a ser circunscrito en una esfera de radio conocido. Encontrar la 


razón de la altura al radio de la base del cono de volumen mínimo. Rpta. 242 


Demostrar que el triángulo isósceles de área máxima que puede inscribirse en una 
circunferencia es una triángulo equilátero. 


Un cono es cortado por un plano paralelo a su base. A qué distancia debe ser echo el 
corte, para que el cono recto de base en la sección determinada y de vértice en el centro 


- l 
del cono dado. tenga volumen maximo? Rpta. 3 de la altura del cono. 


Una huerta rectangular ha de proyectarse al lado del solar de un vecino, y ha de tener 
una área de 10,800m”. Si el vecino paga la mitad de la cerca mediana. ¿Cuáles deben ser 
las dimensiones de la huerta para que el costo al cercarla sea para el dueño de la huerta 
sea mínimo? 


2 2 


ЕА ма 


22193 S . ” nu ы 
En la elipse —7++—-=1, se inscribe un triángulo 18086168 cuyo vértice es el punto 


(0, b). Hallar la ecuación de la base correspondiente al triángulo de área máxima. 
Rpta. 2y+b=0 
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Un triángulo isósceles está circunscrito a un círculo de radio R. Demostrar que el 
triángulo de perímetro minimo tiene por altura 3R. 


Un agricultor quiere construir y cercar un campo que tenga la forma de un sector circular. 
Si para cercarlo posee un alambre de 200m. de longitud. Calcular el radio que debe tener 
el sector para que el campo sea la más grande posible. Rpta. г = 50 m. 


Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Demostrar que entre todos los 
cuadrados inscritos en el cuadrado dado, el de área minimo tiene lados de longitud 


Ё 


4 


Entre todos los cilindros circulares sector de área lateral dado “a”. Demostrar que 
la menor esfera circunscrita tiene el radio R igual al radio r del cilindro multiplicado por 


Neg 
Tres ciudades están situadas en los vértices de un triángulo isósceles. Las ciudades B y C 
que distan entre sí 16 millas están situadas en la base, en tanto que A es el tercer vértice y 


a una distancia de 10 millas de la base. ¿A que distancia de A sobre la altura del triángulo, 
se debe ubicar una instalación de bombeo de manera que se emplee la menor longitud de 


cañerías para abastecer de agua a las tres ciudades? ` Rpta. (10— : 43) millas de A 


Un recipiente abierto está formado por un cilindro terminado por su parte inferior en una 
semiesfera; el espesor de sus paredes es constante. ¿Qué dimensiones deberá tener dicho 
recipiente para que, sin variar su capacidad, se gaste la menor cantidad de material? 


Rpta. La altura de la parte cilindrica de ser igual a cero, es decir el recipiente debe 
tener forma semi-esférica. 


Inscribir un rectángulo de la mayor área posible en el segmento de la parábola y? = 2 px 


ын, 


cortado por el área х = 2a. Rpta. Los vértices deben estar en ( = ы 507 3 


. UR .. E . - . Jj 2 Dc 232 
Hallar el área mínima del triángulo isósceles circunscrito a la elipse Бх +a*x* —-a b^ 


cuyo lado desigual es paralelo al eje x. Rpta. ab 3/3 


638 


© © 


Eduardo Espinoza Ramos 


Si los lados de un rectángulo son a yb. Demostrar que el rectángulo más grande 
que puede construirse de manera que sus lados pasan por los vértices del 


rectángulo dado es un cuadrado de p de lado. 


Dado el volumen de un cilindro circular recto, hallar su altura y radio si la suma de las 
áreas de una de sus bases y de su superficie lateral es mínima. — Rpta. b(altura)-r(radio) 





De una lámina circular de radio “a” se quiere recortar 

otra como la figura para hacer un cono circular recto. y. 
51 el cono debe tener Volumen máximo: Determinar el O 

| Жо 

апешо Ө. Rpta. 0- B radianes 


Un hombre puede remar a 2mk/ hora y caminar 4km/hora. Si está a 3 km. De la playa y 
quiere llegar al punto Q que está a 4km. de P. Dónde tiene que desembarcar para que el 


tiempo sea minimo? Rpta. A3km. de P. 


Encontrar las dimensiones del rectángulo de área máxima que se pueda inscribir en el 
rectángulo cuyas dimensiones son 10 y 15 cm, (los catetos). Dos lados del rectángulo 
están sobre los catetos del triángulo. Rpta. Las dimensiones son: 2.5 cm y 5 cm. 


2 


Un jardín rectangular de 400 m” está rodeado por un camino de 2m. de ancho. ¿Que 


dimensiones debe tener el jardín para que el área total del jardín y el área del camino sea 
mínima.? Rpta. 20 x 20 (m). 


» a 
Se traza la tangente en un punto de la elipse * = } de forma que el segmento de 


ella interceptado por los ejes coordenados sea mínimo. Demostrar que la longitud de 
dicho segmento es 9 unidades. 


Una persona está en un bote a 3 millas del punto más cercano a la playa y desea alcanzar 
en el menor tiempo posible una caseta de la playa, situada a una distancia de 5 millas en 
la perpendicular a la recta que una la posición del bote y el punto de la playa, suponiendo 
que puede caminar a razón de 5 millas por hora y remar a la velocidad de 4 millas por 
hora. Determinar el lugar donde debe descender a tierra. Rpta. A una milla de la caseta. 
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Sea y una función de x y si x,,x, son dos valores de x; donde y,,y, son los 


correspondientes valores de y, entonces el cociente de las diferencias Ja di le 
X»? =X 


llamaremos razón de cambio de y con respecto a x en el intervalo (x,,x,). La razón de 
cambio promedio indica que y cambia en una cantidad y, — y, cuando x cambia de x, a 


хэ. 


Si la razón de cambio no es constante a casi constante no es de tanto interés salvo como 
medio de comparación , pero si la razón de cambio promedio es la misma para todos los 
valores del intervalo (x,.x,), diremos que y está cambiando con respecto а x en una 


razón constante. 


Ha X 
Хэ — X] 


El valor del cociente se llama razón de cambio de y con respecto a x. Por 


ejemplo, suponiendo que se está bombeando aceite, a razón constante en un tanque que 
contiene 10 litros a las 10.2” a.m. y 50 litros a las 10.12'a.m. se observa que el contenido 
está aumentando a 40 litros en 10', o sea 4 litros por minuto, por lo tanto en los 5' serán 


añadidos 5x4 = 20 litros más, en los siguientes 10' 40 más y asi sucesivamente. 


Este ejemplo expresaremos de un modo más formal: V = volumen de aceite en el 


tanque (función del tiempo) que se mide a partir de las 10 a.m. los valores de t son !, = 2 


y t,=12 y los correspondientes valores de V son V, =10 y V, =50 entonces por 
definición de razón de cambio promedio de V con respecto al tiempo en el intervalo 


d -1 ‚ | 
Уу; _ 50-10 = 4 litros por minuto. 


(2, 12) es: = 
Їл =f] 12-2 





Puesto que la razón de cambio es constante. 


640 Eduardo Espinoza Ramos 





TEOREMA.- Si y es una función lineal de x, la razón de cambio de y con respecto a x 


es constante y viceversa. 


Demostración 


Como y es una función lineal de x entonces y = mx + b siendo m y b constante, sean 


x,,Xx, dos valores cualquiera de x; y sea y,.y, los correspondientes valores de y, 


entonces 


y, = mx, + b 
YA 
X, — XI 


> =m 


У = MX; + р 


Lo cual demuestra que la razón de cambio de y соп respecto а х es constante 
recíprocamente, si m es la razón de cambio de y con respecto a x donde х,у, son 
valores fijos correspondientes a x, y; y Sean x, y; otro par de valores entonces por 


definición se tiene: 


y — J 
Х-Х, 


=m > у-у =M(x—-X;) 


que es una ecuación de primer grado y por lo tanto y es una función lineal. 


Para el caso del ejemplo anterior t = 2, у = 10 





У-10-41-2) > V=#4+2 — 5 








— зэв — — F am M MÀ айж зэв 
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DEFINICIÓN.- Si y es función de x, la razón de cambio promedio de y con respecto a 


| Ay 
x en el intervalo (х.х; + Ах), es el valor де рага x = x, 
X 





DEFINICIÓN.- Si yes función de x. la razón de cambio instantáneo de y con respecto 


ax, cuando x=x, es el limite (siexiste) de la razón de cambio 


promedio en el intervalo (х.х + Ax) cuando Ax se aproxima a cero. 


Expresado en otra forma se tiene: Si y = f(x), la función de cambio instantáneo de y con 


dy 
respecto a x, para x = a, es el valor de = para x = a, es decir: 
x 


c _ Ау dy 
Razón instantánea = lim — =— 
Ах-0 Ax ах 


Ejemplo.- A medio día un barco que navega hacia el norte está a 60 km. Al sur de otro 
barco que navega hacia el este. Si el primer barco navega a razón de 15 
km/hora y el segundo barco a razón de 10km/h. Encontrar la velocidad con 
que estaria cambiando la distancia entre ellos. 


a) alas 14 horas b) alas 15 horas. 
Solución 


Sean A y B las posiciones iniciales de los barcos y 
C y D las posiciones de t horas, entonces BD = 10t 


y CB = 60— 151, sea z la distancia entre ellos 


- =СВ? + BD? = 4060-15) 410012 


= = 43600 —1800/ + 3251? 


Para encontrar la razón a la cual está 





cambiando z se halla la derivada: 
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E. 220000 alas 14 horas1=2, 22 230 - 


d! 3600 1800: +3252 dt 4130 


quiere decir que los barcos se están aproximando uno a otro a razón de 6.9Km/h. cuando 


t= 3, P =-/5 =2.5 quiere decir que los barcos se estarán separando a razón de 2.5Km/h. 
{ 





DEFINICIÓN.- Si 5 = s(t) es la ecuación de la posición de un objeto que se mueve a lo 
largo de una recta, la velocidad del objeto en el instante t está dado por: 





DEFINICIÓN.- Si s = s(t) es la ecuación de la posición de un objeto que se mueve a lo 
largo de una recta, la aceleración del objeto en el instante t está dado 


por: 





Frecuentemente se conoce la razón de cambio de una variable con respecto al tiempo, y se 
desea encontrar la razón de cambio con respecto al tiempo de una segunda variable que 
está relacionada con la primera, dichos problemas se resuelven fácilmente, derivando 
implicitamente, con respecto al tiempo, la ecuación que liga las variables, y sustituyen de 


los valores dados de las mismas. 





— 
(1) Asignar simbolos a todas las cantidades, tanto a las conocidas como a las incógnitas. 
Hacer un dibujo cuando resulta factible. 


(2) Establecer la ecuación que liga las variables tanto conocidas como las que se van a 


calcular. 
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O 
O 


Derivar implicitamente por la regla de la cadena ambos miembros de la ecuación 
respecto al tiempo t. 


Sustituir en la ecuación resultante todos los valores conocidos de las variables y de sus 
razones de cambio, despejando entonces la razón de cambio pedida. 





© 


Un globo está siendo inflado en tal forma que su volumen aumenta a razón de 5m* / min. 


¿A qué rapidez aumenta el diámetro cuando éste tiene 12m? 





Solución 
- 4Л r 
Datos del problema: V = Volumen del globo esférico = E 
D=?2r=12 > r-6 
ОШ уй so Ë comin 
dt dt d 
4л r 3 dV 2 dr 
como / = = ——z24zr* — 
3 dt dt 
' 2 dr dr > 
ahora reemplazando sus valores se tiene: 5=4x1(6) Jd => Ej = 0.01 1m / min. 


A T = 2(0.011)m / min. = 0.022m / min. 


Un hombre de 1.8m de estatura camina hacia un edificio a razón de 1.5m/seg. Si hay una 
lámpara sobre el suelo a 15m. del edificio. ¿Con qué rapidez se acorta la sombra del 


hombre sobre el edificio cuando se encuentra a 9m. del mismo? 


Solución 
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dx 
Datos del problema: EA =1.5m / seg 
z=15mts. y h = 1.8 mts. 


— = ? cuando x = 9m. 





Ahora por semejanza de triángulos. k— X —» 
h "e 
26-23 > ху= 2) = 15(1.8)т * entonces xy = 27m : , derivando implicitamente 
414.5 
x dy + y EU. -0 reemplazando tenemos x — d 21 = (0) = а ds 5) =0 
dx di ; x аг dt 


92445 0 = Y os 


la sombra se acorta con una rapidez de T -0.5 m/ seg. 


Un muchacho lanza una cometa a una altura de 150m. sabiendo que la cometa se aleja del 
muchacho a una velocidad de 20m/seg. Hallar, la velocidad a la que suelta el hilo cuando 
la cometa se encuentra a una distancia de 250 metros del muchacho. 


Solución 
Datos del problema: Н = 150m. 7 = 250m. 


dx 


dz " 
EL =20m/seg. y —=? 150 = һ 
Tuan PW: 


En el AABC, por pitágoras 





Se tiene: z 24x^ + 22500 derivando implicitamente con respecto a t. 
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dx 


x— 
cT ИРА reemplazando valores se tiene 
d! Ax? «22500 


E E E 2... BEC adde x= J: —1502 


dt 443422500 d! 
para 75250 = x-4/62500—22500 = 200 


d 200 ra 4000 _ 4000, PE oia 
аг -/40000-22500 4/62500 250 “di iiti 





2 - 5 , 3 : 
Dentro de un tanque cónico está entrando agua a razón constante de 3m” / seg .El radio 


del cono es de 5m. y su altura de 4m. encontrar: 
a) La velocidad con que asciende la superficie libre de agua. 


b) La razón de cambio (0 variaciones) respecto al tiempo de la velocidad de subida 
cuando la profundidad del agua es de 2m. (considere el vértice del cono hacia 
abajo). 

Solución 


V 
Datos del problema: Z =3m°` / seg. 
V t= (está aumentando).; H= 4 r-5 


2 
a) El volumen del cono: V = rr s 





por semejanza del triángulo AABC x AADE 


E => жы entonces yo 
h 4 4 48 





derivando implicitamente con respecto a t. 
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dV 2758 2 48 _ у_75л yy dh 
di 48 di 48 dt 
2 
au = ni / seg. cuando h = 2. 
di 25m 
› 
b) Ahora ler E (89, = Lg , cuando h = 2m 
dt di dt^ 
dV 75 ,»,dh 25 x«i 
como 3j=—— = — ah — > 32—mnh — 
dt 48 di 16 dt 
dh _ 48 dh 96 dh 9 12 











ын 3 => 5 к=: А, — 3 
di 25m h- аг” 25лһ dt (25л)(8) 257 


d^h x 12 Van f gon 
dt? 25л pa 


Una lampara está a 15 pies sobre una recta horizontal. Si un hombre de 6 pies de altura 
camina alejándose de la luz a razón de 5 pies/seg. ¿Con qué rapidez se alarga su sombra? 


Solución 
Datos del problema: h= 15 pies 


2 = Spies/seg. 
dt 


por semejanza de triángulos: AADE = AABC 








) 6 2x , | 
-- = р=—— derivando se tiene: 
y+x 15 3 
dv 2 dx dy 2 10 . 
—=—— > —=-—(5)=-— pies/seg. 
dt За dt 3 


En una pila cónica se está dejando caer arena a razón de 10 pies" /min. Si la altura de la 


pila es siempre el doble del radio de la base. ¿En que razón aumenta la altura cuando la 
pila tiene 8 pies de altura? 
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Solución 


Datos del problema: T =10pies*/min. 
t 





2 
zu ace h 
h = 2r, Volumen de la pila cónica V — e 
implícitamente con respecto a t. 
JV n а! 
A acu E reemplazando cuando h = 8 
а 4 dt 





64л dh ар 5 . 
10 = —— — —= — pies/min. 
4 dt di 8л 


Un punto se mueve sobre la parte superior de la parábola semicübica y? =x? de tal 


manera que hace que su abscisa aumente 5 unidades por segundo cuando x = 4. ¿Con qué 
rapidez cambia la ordenada? 


Solución 


Datos del problema: a = 5u/seg. у dy =? 
dt dt 


como у? =x” derivando implicitamente con 


respecto al tiempo t 





dy 2 dx dx 
2y—=3x* — . аһога рагах = 4 y= 8 y — =5 
a ^ d : жы d 
- | dy dy 
al reemplazar en la ecuación se tiene: 2(8) = = = 3(4)° (5) > pn = 15 pies/seg. 


Un punto se mueve la parábola у? =12х, de manera que la abscisa aumenta 


uniformemente 2 cm/seg. En qué punto aumenta la abscisa y la ordenada a la misma 


razón? 
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Solución 


Se tiene: - = 2cm/seg 


dx dy 

Hallar р(х, y) tal que — = — 

a G d di 
como y? =12x derivando implicitamente con 


respecto a t. 





dy dx dx dy 
2y==12— como — = — 
dt dt dt dt 
> 2968-1225 = 2y= 12 > у= 6 de donde x = 3 7. P(3, 6) 


Se tiene un reloj de arena de 3 cm. de radio y 6cm. de altura. Se pasa la arena a un solo 
lado y se voltea para que la arena comience a fluir a razón de 2cm? / seg . Suponga que la 


arena en la parte inferior forma un tronco de cono. Cual es la velocidad de aumento de h 
para una altura dada? 


Solución 


Haciendo un gráfico de los datos del problema: 
Sea r el radio del cono como indica la figura 


7 ; dV 
también se tiene um = 2cm° Seg. Ahora 
Ї 


mediante la regla de la cadena: со 283 
dt dh dt 


dh "s 
para calcular p^ es necesario hallar una función 


que relacione V y h, y esto se obtiene por la 





fórmula de la diferencia de los dos volúmenes de 


COnOS. 
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y 2n) 6-- Gor 6h — V =18л - 7 (6-1) 


de | r 6-й 6-h 
ahora por semejanza de triángulos se tiene: E m = r= 277 
ЖГ Зүг Жү ш: a 
5.2 I2 

V | | 
aF QAM 216 = mA como: dV dV dh = фит р! y gren 
dh 4 4 dt dh dt 4 dt 
dh 8 
——— MSC: 

d! л(6-Ау 


Un jugador golpea una bola de billar, haciéndola moverse en línea recta. Si “s” cm. es la 


distancia de la bola desde su posición inicial a los t seg. entonces s =1001? +1007, si la 
bola da en una banda que se encuentra a 39 cm. de su posición inicial. ¿A qué velocidad 


pega en la banda? 


Solución 
Como s=1001* «1001. por datos del problema s = 39 
=> 1006741006239 > 4 0.3, г, =-1.3 


el valor 1, = —1.3 por ser negativo no es para nuestro problema. 


Ademas se conoce V = £ = 200! +100 


V(t) = 2001 + 100 => V(0.3) = 60 + 100 = 160 
51 una pelota es empujada hacia abajo en un cierto plano inclinado de manera que tenga 


una velocidad inicial de 24 pies/seg. Entonces s = 241 + 10° , donde s pies es la distancia 
de la pelota desde e! punto inicial a los t seg. y el sentido positivo es hacia abajo del plano 


inclinado. 
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a) ¿Cuál es la velocidad instantánea de la pelota a los f, seg.? 


b) ¿Cuánto tarda la pelota en llegar a los 48 pies/seg.? 
Solución 


Como V, = 24 pies/seg. velocidad inicial, además: 
s(1)=241+10 => V(t) = s (0 = 24+ 20( por lo tanto la velocidad instantánea de la 
pelota a los f, seg. sera: (201, + 24)pies/seg. segun el problema se tiene: 


201+24=48 > 1= - seg.=1.2seg. 


| 6 | 
por lo tanto la velocidad tarda 5 seg. en llegar a los 48 pies/seg. 


. 6 
Ырга: a) (20r, +24)pies/seg. b) ks 


En un instante dado la longitud de un cateto de un triángulo rectángulo es de 10 pies. Y 
está aumentando a razón de 1 pie/min. Y el otro cateto es de 12 pies y esta disminuyendo 
a razón de dos pies/min. Hallar la razón de cambio respecto al tiempo del ángulo agudo 
opuesto al cateto que en ese instante mide 12 pies. 


Solución 


Datos del problema: para x= 10, y= 12 


dx dy y E 
= lpie/ тїп. у © —2 pies / min. 4 Y y 
dt dt 





120 = Lo 0 = arc. (7) 
X X 


bag e ERR 
derivando implicitamente: — = — “— = : 
1-0) X +y 
X 
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40  10(-2)-12(1 -32 8 dO B. | 
reemplazando se tiene: — = —— c O ээ = [:— ^ — = —— pies/min. 
dt 100 +144 244 61 dt 61 


Un cohcte se lanza verticalmente hacia arriba y está a Sp sobre el suelo, t seg. después de 


ser encendido. Donde s =560/-161? y la dirección positiva hacia arriba. Encontrar: 
a) La velocidad del cohete 2seg. después de haber sido encendido. 

b) Cuanto tardará en alcanzar m altura máxima. 

La ecuación del movimiento es: S(r) = 560r —16/ : 

La velocidad del cohete, /,seg. después de haber sido 
encendido será: Y (1, )=S*(f,) 

como 5(/) = 5601 — 161^ entonces: S'(1)=560-321 


^V (1) =560-321, 





a) V(2)=560--64= 496 seg. 


b) Como V(t,) = 0, es para que alcance su altura máxima crece. 


0=560-321 > t= 17.5 seg. 





Un depósito de agua, en forma de un cono invertido, es vaciado a razón de Óm ` / min. La 
altura del cono es de 24m. y el radio de su base es de 12m. Calcule la rapidez con la que 
el nivel de agua desciende cuando el agua tiene 10m. de profundidad. 


Rpta. a = 0.76т / min. 
I 
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(2) Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un depósito en forma de cono invertido 
a razón de Зл m? / min. Si el depósito tiene un radio de 2.5m. en su parte superior y una 
profundidad de 10m. ¿Qué tan rápido cambia dicha profundidad cuando tiene 8m? 


Rpta. Li = 0.75m / min. 
dt 


(3) Un automóvil que se desplaza a razón de 30 pies/seg. se aproxima a un crucero, cuando 
el auto está a 120 pies de la intersección, un camión que viaja a razón de 40 pies/seg. 
cruza la intersección. El auto y el camión se encuentran en carreteras que forman un 
ángulo recto entre si. ¿Con qué rapidez se separan 2 seg. después de que el camión pasa 


| ds ; 
dicho crucero? Rpta. sa =14 pies/seg. 
! 
(4) Una via de ferrocarril cruza una carretera bajo un ángulo de 60°. Una locomotora dista 


160m. del cruce y se aleja de él a la velocidad de 100km/hora, un automóvil dista del 
cruce 160m. y se acerca a él a la velocidad de 50km/hora. ¿A que razón se altera la 


distancia entre los dos? Rpta. Aumenta 25 km/hora ó 254 3km / h. 

(5) El radio de la basc de cierto cono aumenta a razón de 3cm. por hora y la altura disminuye 
a razón de 4cm por hora. Calcule como varia el área total del cono cuando el radio mide 
7cm. y la altura 24 cm. Rpta. Aumenta 967z cm” / h 

(6) Un aeroplano que vuela en dirección norte a 640 millas por hora pasa sobre cierta ciudad 


a mediodia; un segundo aeroplano que va a dirección oeste a 600 millas por hora está 
verticalmente sobre la misma ciudad 15 minutos más tarde, si los aeroplanos están 
volando a la misma altura, ¿con qué rapidez se estarán separando a la 1.15 p.m.? 


Rpta. 872 millas por hora. 


O Un tendedor de alambres trepa a un poste telefónico a razón de 2.5 pies por segundo, 
mientras su jefe está sentado a la sombra de un árbol vecino observando. Si el terreno es 
llano y el jefe está a 36 pies de la base del poste. ¿Cuántos segundos tiene que trepar el 
tendedor de alambres para que la distancia entre él y el jefe crezca a razón de un pie por 
segundo? Rpta. 6.2847 segundos. 
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Un objeto que se lanza verticalmente hacia abajo desde la azotea de un edificio, con una 
velocidad inicial de V, pies/seg. Viaja aproximadamente según la ecuación 
S V, +161" pies en t segundos. Si toca el suelo a los 2.5seg. con una velocidad de 110 


pies/seg. ¿Cuál es su altura del edificio? Rpta. 175 pies. 


Una escalera de 25 pies de longitud está apoyada en una casa. Si la base de la escalera se 
separa de la pared de la casa a razón de 2 pies por segundo. ¿A qué velocidad está 
bajando el extremo superior cuando la base de la escalera está a 


a) 7 pies de la pared? b) 15 pies de la pared? c) 24 pies de la pared? 
48 . 
Rpta. a) - 5 pies/seg. b) -5 pies/seg. c) - pies/seg. 


En una planta de arena y grama, la arena está cayendo de una cinta transformadora 
formando una pila cónica a razón de 10 pies? / min. El diámetro de la base del cono es 


aproximadamente tres veces la altura. ¿A qué razón está cambiando la altura de la pila 


cuando tiene 15 pies de altura? Rpta. ж» pies/min. 
40577 


La arista de un cubo se expande a razón de 3cm/seg. ¿A qué velocidad cambia el volumen 
cuando cada arista tiene: 


a) lcm. b) 10cm. 


Rpta. a) 9cm'/seg. Б) 900ст3/ seg. 


Al caer una gota esférica de lluvia, alcanza una capa de aire más seco en los niveles más 
bajos de la atmósfera y comienza a evaporarse. Si esta evaporación se produce a una 
velocidad proporcional al área de la superficie (s = 4z r°) de la gota, probar que el radio 


se contrae a la velocidad constante. 


Un avión vuela a 31,680 pies de altura, pasando la trayectoria de vuelo exactamente sobre 
una antena de radar. El radar detecta el avión y calcula que la distancia s al avión cambia 
a razón de 4 millas/min. Cuando tal distancia es de 10 millas, calcular la velocidad del 
avión en millas por hora. Rpta. 300 millas/hora. 
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Un barco A navega hacia el sur a una velocidad de 16 millas por hora, y otro B, situado 
32 millas al sur de A, lo hace al este con una velocidad de 12 millas por hora. Hallar la 
velocidad a la que dichos barcos se aproximan o separan al cabo de una hora de haber 
iniciado el movimiento. Rpta. Se aproxima a razón de 5.6 millas/hora 


En que punto de la parábola y” -18х, la ordenada crece dos veces más deprisa que la 


k 9 9 
abscisa? Rpta. (s 3) 
Un peso W está unido a una cuerda de 50 metros de P 
longitud que pasa por una polea P situada a una altura Еч 
de 20 metros con respecto al suelo. El otro extremo de 20. x 30 + x 
la Cuerda, se encuentra unido a un vehículo en el punto 
A, situado a una altura de 2 metros como indica la 1 у A 
figura, sabiendo que el vehículo se mueve a una e wer s oo ` 


velocidad de 9 metros por segundo, calcular la 
velocidad a la que se eleva el cuerpo cuando se halle a 


x 9 - 
una altura de 6 metros. — Rpta. : E > УЗт\/зер. 


Un tren que sale a las 11 horas de la mañana se dirige hacia el este a una velocidad de 45 
kilómetros por hora, mientras que otro, que sale al medio día desde la misma estación, se 
dirige hacia el sur a una velocidad de 60 kilómetros por hora. Hallar la velocidad a que se 


42 


separan ambos trenes a las tres de la tarde. Rpta. 150 4 Km/hora 


Un hombre en un muelle tira de una soga atada al nivel del agua a una bola a razón 50 
pies/min. Si las manos del hombre están a 16 pies sobre el nivel del agua. ¿Con qué 
rapidez se acerca el bote al muelle cuando la cantidad de soga suelta es de 20 pies? 


| ; 250 . | 
Rpta. Se aproxima a razón de = pies/min. 


Se bombea aire a un globo, de modo que su volumen se incrementa en 200ст" / seg. 
Despreciando la comprensión del aire. ¿A qué ritmo crece el radio cuando el diámetro 


> 
llega a 30cm? Rpta. jm / seg . 
л 
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Huyendo de un perro una ardilla trepa por un árbol, corre a 12m/seg. y la ardilla a 6 
m/seg. ¿Cuál será el cambio de distancia relativa entre los dos cuando el perro está a 12m. 
del árbol y la ardilla ha trepado 5 metros? Rpta. -8.77m/seg. 


Un cometa que vuela a 1 00mts. de altura es empujado horizontalmente por el viento a una 
velocidad de 4m/seg. Si la cuerda se va soltando desde un punto fijo. ¿A qué velocidad se 
aleja el cometa en el instante en que se han soltado 125m. de la cuerda? Rpta. 2.4 m/seg. 


Una particula se mueve a lo largo de la curva 3y = x? +2. Encuentre los puntos sobre la 
p 2 p 


curva en los cuales la ordenada está cambiando 9 veces más rápido que la abscisa. 
25 


^ 
> 





29 
Rpta. б) y (3, ==) 


Un cono recto circular va a ser inscrito en una esfera de radio conocido. Encontrar la 


| | - 2 
razon de la altura al radio del cono de volumen máximo. Rpta. 492 


En lo alto de un farol brilla una luz a 20 pies del suelo, una mujer con una estatura de 5 
pies se aleja caminando desde el farol. Hallar la razón en que aumenta su sombra si se 
aleja a razón de: a)  4pies/seg. b) 3 pies/seg. 


Rpta. а) 4/3 pies/seg. b) 1 pie/seg. 


Un avión vuela paralelo al suelo a una altura de 2km y a una velocidad de 4.5 
km./min. Si el aparato vuela directamente sobre la estatua de la libertad. ¿Con qué 
intensidad cambia la distancia según una línea visual entre el aparato y la estatua, a los 20 
segundos posteriores? Rpta. 2.7 Km./min. 


Cuando un péndulo con longitud de 10cm. ha oscilado de modo que Ө es el ángulo en 
radianes formado por el péndulo y la vertical, entonces si h(0) cm. es la altura del extremo 


del péndulo sobre su posición más baja, A(0) = 20sen? (0 / 2) . Determinar la rapidez de 
variación de h(0) con respecto a 9 cuando: 


m 
a Ө-- р Ө--- 
) ) 2 


Rpta. a) 5-3 b) 10 
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Una piedra es arrojada a un estanque tranquilo, una serie de anillos circulares 
concéntricos se extienden por el estanque y el radio de la región perturbada aumenta a 


razón de 16 cm/seg. ¿Con qué rapidez aumenta dicha área cuándo el radio es de 4 cm? 


Rpta. 1287 cm? | seg. 


Un avion vuela con velocidad constante a una altura de 10 000 pies en una trayectoria 
recta que lo llevará directamente sobre un observador en tierra. En un instante dado el 


observador advierte que el ángulo de elevación del aeroplano es 7/3 radianes, y aumenta a 


razón de 





y г b; 05 4 
rad/seg. Determine la velocidad del avión. Rpta. I pies/seg. 


El lado de un triángulo equilátero mide a cms; si aumenta a razón de k cm/hora. ¿Á 


razón de cuántos centímetros cuadrados por hora aumenta el área? 


Rpta. 28 Bem? / hora . 


Una escalera de 20m. descansa sobre una pared, la parte inferior de la escalera es 


empujada horizontalmente а la velocidad de 2m/seg. (Сиа! es la velocidad del extremo 


" 
superior? Ыра. -——m/ seg . 
43 


A un recipiente como el que se muestra en la 


figura, entra agua a la velocidad constante de 


T 


| m^/min ¿con qué velocidad sube el nivel del 





agua cuando la profundidad es de un metro? 


Rpta. 4 = 8! m í min. 
dx 10 


A un recipiente semiesférico de radio 10m. entra agua а la velocidad constante de 


4 m` / min. ¿Con qué velocidad sube el agua cuando su profundidad es 5m? 


Rpta. = т / min. 
75л 
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Un cohete se lanza formando un ángulo de 307 con la horizontal a la velocidad 
v = (80 + 401) nvseg. siendo t el tiempo (seg.) después del lanzamiento. Si 20 
segundos después del lanzamiento el sol está directamente encima de él, hallar la 


velocidad con que se desplaza su sombra sobre la horizontal. Rpta. 440-/3т / seg. 


Un avión vuela horizontalmente a la velocidad de 100 m/seg. y a una altura de 1000m., 
volando en la dirección de un observador que está en tierra. ¿Con qué velocidad se acerca 


al avión el observador cuando la distancia entre los dos es de 2000m? Rpta. 50-/3 m/seg 


Un avión vuela a 1000m. de altura a la velocidad de 500 m/seg. y comienza aterrizar 
formando su ruta de descenso un ángulo de 30° con la pista y disminuyendo su velocidad 
a la razón de 20 m/seg. Si el sol está directamente sobre el avión. ¿Con qué velocidad se 


desplaza la sombra 2 segundos después de comenzar a aterrizar? Rpta. 230-/3т / seg. 


Se apoyan los puntos de un compás sobre una mesa, los brazos del mismo son de 
50 cm. de longitud. Si la parte superior del compas desciende а 1ст/ѕер. ¿Cómo varía la 


| . ; 8 
distancia entre las puntas cuando están a 60 cm.? Rpta. 3 m / seg. 


Para gases ideales se sabe que PV = constante, siendo P la presión del gas y V el volumen 
del recipiente que lo contiene. ¿Cómo varía la presión de un gas conteniendo en un 


recipiente que disminuye su volumen a la razón de 10cm? / seg ?. Cuando V =500cm? y 


: 3 
P =15kg /cm?. Rpta. a ke cm 


Un helicóptero deja una base, elevándose verticalmente a una velocidad de 15 
pies/seg. al mismo tiempo que despega un helicóptero, un observador parte desde un 
punto situado a 100 pies de la base y se mueve en línea recta, alejandose de la base a la 
velocidad de 80 pies/seg. ¿Con qué velocidad crece el ángulo de elevación del helicóptero 
respecto al observador cuando este último esté: 


a) а 400 pies de la base? b) a600 pies de la base? 
Rpta. a) UL rad / seg. b) — rad / seg. 
4007 + бж? 400? + Ey 
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Una torre está al final de una calle, un hombre va en un automóvil hacia la torre a razón 

de 50 m/seg. La torre tiene 500m . de altura. ¿Con qué rapidez crece el ángulo 

subtendido por la torre y el ojo del hombre cuando éste se encuentra a 1000m. de la torre? 
Rpta. 0.02 rad/seg. 


r 3 . .. 
Una partícula se mueve sobre la curva y” =4kx con velocidad constante v y alejándose 


del origen. Hallar la velocidad con que se mueve las proyecciones de la posición de la 








particula sobre los ejes OX y OY, Rpta. х - | y аг, - 108 | : v 
dt “ал: dt x+k 





Las razones de cambio en el campo de la economía, no se miden con respecto al tiempo; 
por ejemplo los economistas se refieren al beneficio marginal, ingreso marginal y costo 
marginal, como las razones de cambio del beneficio, ingreso y costo respecto al número 


de unidades producidas ó vendidas. 

La ecuación que relaciona estas tres cantidades es: Р(х) = R(x) — C(x) 

donde: Р(х) = beneficio total, R(x) = ingreso total, C(x) = Costo total. 

Ahora la derivada de cada una de estas da los marginales términos usados en Economía. 


ар | | ак . ас . 
— = beneficio marpinal. = = ingreso marginal, ер = costo marginal 


х 
О = S(P) función de oferta ; D = f(P) función de demanda. 

OBSERVACION 

Los problemas planteados son problemas de máximos y minimos. 

Para estudiar el efecto de los niveles de producción en el costo, Los Economistas usan la 


función de costo medio c(x) definida por с(х) = E. donde c(x) función de costo total. 
X 
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ELASTICIDAD 


La elasticidad de una función y = f(x) en el punto x se define como la tasa de cambio 


proporcional de y con respecto a x y denotaremos por: M = 


y 





y es definido por: 


Xx 





La elasticidad es un concepto importante en la teoría económica y se aplica en el estudio 


de la demanda, la oferta, el costo y la productividad. 


a) 


INGRESO NACIONAL CONSUMO, NACIONAL Y AHORRO 


Llamaremos función de consumo a la relación entre el ingreso nacional (total) 
disponible y el consumo nacional (total). 


La función de consumo se caracteriza porque a medida que aumenta (o disminuye) 
el ingreso, el consumo aumenta (o disminuye) lo cual se da en menor intensidad y es 
la llamada “propensión marginal al consumo” que significa que es mayor que cero y 
menor que uno, donde la propensión marginal es la tasa de cambio del consumo con 
respecto al cambio en el ingreso disponible. Si c = f(x) es la función de consumo, 
donde c representa al consumo nacional y x el ingreso nacional entonces la 


propensión nacional es: 





En el analisis teórico elemental del ingreso nacional se supone que el ingreso 
disponible es igual al consumo c más el ahorro s lo cual expresaremos x = c + s, de 
donde la propensión marginal al ahorro es: 
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EQUILIBRIO ECONOMICO 


El objetivo principal de toda empresa es maximizar su utilidad total (o lucro total), o 
minimizar pérdida. 


El punto de utilidad máxima es el punto de equilibrio y ocurre cuando el ingreso 
marginal (I. mag) es igual al costo marginal (c. mag). 





En las gráficas mostradas en ambos casos x, es la cantidad de equilibrio. 


Si у(х) = ganancia o utilidad total, entonces escribiremos U(x) = (х) — C(x). 
Ahora nuestro objetivo es obtener la cantidad de x que maximice la utilidad u(x). 


La cantidad de equilibrio de la empresa es el valor de x que maximiza U(x) y el 
punto de equilibrio es Р(ху,и(Хо)) donde x, es la cantidad de equilibrio. 





dU(x) o ; d^U(x) 


Para obtener la utilidad máxima debe tenerse que " 
y? 


[ia #0 


OBSERVACION 


En el punto de equilibrio, el ingreso marginal debe ser igual al costo marginal. 


Es decir: сото U(x) = Кх) — C(x) entonces 


Р”ЭР” 
ub c E аг: эн. 
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OBSERVACION 
En el caso especial de competición pura, se tiene que: [= Px luego P= Img 


Esto quiere decir que existe utilidad máxima sí Cmg = P 





(1) Un fabricante de televisores desea vender un promedio de 1000 televisores al mes a 
550.000. El fabricante piensa que puede vender 100 televisores adicionales al mes por 
cada $ 2,000 de reducción en el precio. ¿Cuál es el precio que produce el mayor ingreso? 


Solución 
Sea x el nuevo precio del televisor que produce el mayor ingreso, donde: 


I = Ingreso = (precio del televisor)(nümero de televisores vendidos). 


El número de televisores que se desea vender es 1000 más 100 televisores por cada 
$ 2000 de reducción sobre $50000. 


El precio rebajado es el precio original menos el precio nuevo x es decir: 50000 — x. 


50000 — x 


La cantidad de reducción de $2000 es: 
2000 


Luego el nümero de televisores, excedentes de los 1000 vendidos será: 


100( 50000 — x b» 50000 — x 
2000 20 


) — 
el número de total de televisores vendidos: 1000 + оос) 


ahora derivando 


2 
entonces: /(х) = x(100 + M = J0000x x" 


20 


Г(х) = — =0 => х= 35,000 
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Г'(х) = т = Г (35000) «0 entonces se tiene un máximo en x = 35000 


Por lo tanto el precio de venta por televisor es de 535000. 


Una compañia de transporte, con una tarifa de $20, transporta 8000 pasajeros por dia. al 
considerar un aumento de la tarifa, la compañia determina que perdera 800 pasajeros por 
cada $5 de aumento en estas condiciones. ¿Cuál debe ser el aumento para que el ingreso 
sea máximo? 

Solución 


Sea x el número de aumentos de S5 en la tarifa entonces 20 + 5x es la tarifa resultante y el 
número de pasajeros será 8000 — 800x donde el ingreso es: 


I(x) = (20+5x)(8000-800x) entonces (x) = 4000(40 +6x—x?), derivando 
I'(x) = 4000(6 -2x) = 0 para el número crítico, de donde: 6—2x 20 >x = 3 
Г'(х) = -8000 > I(x) < 0 V x 


Luego x = 3 se tiene máximo. El aumento en el pasaje debe ser de 3 x 5 = 15 


Y el nuevo valor del pasaje es $35, 


El número de dólares del precio total de la manufactura de x relojes en cierta fábrica está 


dada por: C(x) =1500+30x + 2 , Encontrar: 
x 


a) La función del costo marginal 
b) El costo marginal cuando x = 40 y 
c) El costo de la manufactura del cuadragésimo primer reloj. 


Solución 


Como la función costo total C(x) es dado: С(х) 21500-- 30x ¿3 entonces 
x 
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20 


3 
- 


a) La función costo marginal = C'(x) = 30— 





b) El costo marginal cuando x = 40es: | C'(40) = 30 vs = $2929 


c) Costo de manufactura del 41avo. del relojes C(41) — C(40) = $29.95. 


(4) Supóngase que un liquido se produce por cierto proceso químico y que la función del 
costo total C(x) está dado por C(x) — 64 44 x . donde C(x) S es el costo total de la 


producción de x galones del liquido. Encontrar: 


a) El costo marginal cuando se produce 16 galones y 


b) El número de galones producidos cuando el costo marginal es de 40 centavos por 
galón. 


C(x) = La función del costo total para producir x galones: С(х) =6 + Ax 


a) Costo marginal: CM = C'(x) = E , el costo marginal cuando x = 16 galones 


Е 


СМ = С'(16) = = = = = 0)! 5$ / galón. 


1 
2 


= 
ON 


b) número de galones cuando el CM. es 0.40 cent/gal 


4 
- = 25 galones 7х = 25 galones. 


$0.40 == > х= 
(0.40): 


Je 


(5) Suponiendo que la función precio está dado por P(x) = 24 — 8x y la función costo por 





C(x) =4x+10% supóngase además que el gobierno grava las ventas con un impuesto de 


1% por cada unidad. 
Determinar en términos de t, la cantidad de producción que maximiza la utilidad. 


Determinar también el valor de t que maximiza la renta del gobierno por concepto de 
impuesto. 
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Solución 
La función utilidad = U(x) = (х) — C(x) donde I(p) = xP(x) = ingreso = 40x - &x? 


C(x) =4x +10 +1x= costo total „О (х) = 40x - &x^ - Ax -10* — ix 


=. unidades (en millones) 





tb yeni sodes 0 =й cw 


Renta del gobierno es = /, (t) = xt = D 


36-21 _ 
16 


0 2215 1687 








36117 
6 


1.0 > 1,(1) = 


а | ZU 
Si la ley de la demanda es P =— -c . Demuéstrese que el ingreso total disminuirá cuando 
X 


la producción aumenta, siendo el ingreso marginal una constante negativa. 


Solución 


a | 
Como la demanda es: P =— -c entonces (х) = xP = a — cx por lo tanto, si x aumenta, el 


» 
— ; f LID = =; ' dl (x) 
término cx aumenta y su diferencia con “a” disminuirá además Im Түй x 
X 


constante negativa. 


Si la función de costo total es C(x) = 0.1x^ 4 5x 4 200. Determinar el costo promedio y 


costo marginal. 
Solución 


Como la función costo total C(x) = 0. Іх? -5x 4 200 


200 


C(x ” | = 
ш) = función costo promedio; entonces C(x) =0.1х+5+—— 
x 


X 





c(x) = 


=ч) = costo marginal = 0,2x + 5. 
x 
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(8) El número de dólares del costo total de la producción de x unidades de una mercancía es 


` 2 . 
С(х) = х +4x+8. Encontrar la ecuación que defina. 


a) 


b) 


c) 


d) 


El costo promedio. 
El costo marginal y costo promedio marginal. 
Encontrar el minimo absoluto del costo unitario promedio. 


Trazar las curvas del costo total, del costo promedio y del costo marginal en el 
mismo sistema de coordenadas verificar que los costos promedios y marginales son 
iguales cuando el costo promedio tiene un valor minimo. 


Solución 


La función del costo total por manufactura x artículos es: C(x)=x* 4 4x 4 8. 


a) 


b) 


c) 





El costo promedio por definición es: C(x) = cu) es decir: C(x) 2 x ^ 44 Š 
x 


El costo marginal: Cmg(x)=C'(x)=2x+4 y el costo marginal promedio es: 
N 


` 





C'(x) =1—- 


X 


El mínimo absoluto del costo unitario promedio se obtiene haciendo 


t 8 ж. 
С"(х) =1--—— =0 = x= 242 es decir que x= 2/2 es el número crítico de C (x) 
x? 


r 16 - ри 
C'(x) 5-2 de donde CON) E > 0=> C(x) tiene mínimo relativo en x = эх 
x 2 
сү - 8 ё 
(C242) - 242-94 4 2 $4 = 
24/2 


| - 8 : 
además se tiene que C(x)=x+4+— es continua en <0,+0>, Luego como 
X 


PE 24/3 . Entonces С(24/ 2) = $9.64 es un valor minimo absoluto del costo unitario. 
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d) Las gráficas son: 





(9) Una empresa tiene una producción de х toneladas de cierto artículo con un costo variable 
A > А 
total dado рог C(x) = ax? —bx? +сх. Demostrar que la curva de costo medio es una 


parábola, hallar la producción que corresponde al costo medio minimo y el valor del costo 


medio respectivo. 


Solución 





! C(x) l 
El costo medio = Cme = ——- = ax? —bx+c completando cuadrados se tiene: 
ү 














2 2 2 E 
Сте(х) = а(х? ——х+—— Г -) кд = р neas d = YE а. y Hae-b" 
a 44" a Дд" 2a 4a 2a 4a 
b? — 4ac b 2 p: " — 
de donde Cme+ Бау = а(х iix) ecuación que representa una parábola, con vértice 
a 2a 
b  b*-4ac тү. b 
en = E 2 ahora veremos el Cme(x) minimo — = 200 — b = 0 ,—> x = T 
a 2a 
2 
OS сны) Vx "ed 
dx” 2a 


Sera la producción que corresponde al Cme(x) minimo. 


4ac - b^ 


| .. . / b 
El valor del costo medio minimo será: Сте( 28 = a —b(—)+c = 
a 2a 2a 4a 
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(9) 


La curva del costo total del producto ó articulo está dado por y=15x —8x? * 2x? , de 
donde y representa el costo total y x representa la cantidad producida. Suponga que las 
condiciones del mercado indican que deberán producirse entre 3 y 10 unidades (esto es 
3 < x « 10), Determine la cantidad en este intervalo para lo cual el costo medio ó 
promedio es minimo. 

Solución 


— > y 
Costo medio = у= C(x) ===15-8x+ 2x? 
X 





dy | А. 
em = —& + 4x = 0 > x = 2 número critico 
x 
dy а?у т ! | 
—=4,Vx => md |,-2=4> 0 => 3 minimo en x = 2 pero 2 no está en el intervalo 
dx” x" 


3,5х 510: 50 жЕ 3,4) -9 yix510, у- 135 


por lo tanto en el intervalo 3 < x < 10, el valor mínimo de y ocurre cuando x = 3 y el 


= dy `. 
valor máximo еп х = 10 en ninguno de estos puntos PA es igual a cero. 
X 


Luego entre 3 y 10 articulos, el costo promedio es minimo para 3 unidades. 






(10, 135) 


Para cada una de las siguientes funciones de costo promedio obtenga el valor mínimo del 
costo promedio minimo, y demuestre que dicho costo promedio minimo, el costo 
marginal y el costo promedio son iguales. 


a) y=C(x)=25—8x+ x° 
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b) 


Eduardo Espinoza Ramos 


Solución 


— y Яа ө 
Como y=-— => y=xy=C(x) = costo total 
X 


p=C(x)= 25x -8x? + x? 





ara e = х = 4 número crítico 

522 -- 4 ..=2>0=>3minimoenx=4 

y = С(4) = 25-32 +16 =9, 

Cmg(x) = С'(х) =25-16x+3x* = C' (4) =25-64+48=9 
de (1) y (2) ^.у = C'(x) 

y=2+xInx 


Solución 


у= C(x) =xy = 2x+ x° Lnx de donde [= Lm+1=0=> x-e 
X 


1 


d'y 1 dy, 


| 


> md Ж 
ас E du^ 


l 








-=€ >0 = 3 minimoen х=е 


=. = - | 
у= С(е ')=2+e !Lne ! entonces y=2-— 
e 


l 2 


-401) 


...(2) 


l l 


Стр(х)=2 + 2xLnx + х reemplazando РАЯ x "E Inde =2—-—+—=2—— 
е e е 


е e 


- | 
^. Ү = Сте(-). 
c 


e e 
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El costo total de producir x articulos por semana es de: (ax? +bx+ c) pesos, el precio (en 


pesos) al que cada articulo puede venderse es de P-(fi-ax^). Demostrar que la 


Ja? +За(В —b) -a 


producción total para la ganancia G es: х = 3 
a 


Solución 
Ingreso total /(x) =xP = xB —a x` 
Utilidad ó ganancia = U(x) = I(x) — C(x) 
U(x)= xB — a х? - (ax? +bx+c) derivando U'(x) = B —3a x? -2ax-b = 0 


Зах? 4 2ax* b - B = 0 resolviendo: 


_ —2a + J4a2 -AGayb-B) _ -2a£2ja? -3a b+ 3af 
> ба 4 ба 
-a ta? «3a(B — b) 3 -a * Ja? «За(В-5) 
X = ——Ə—<—" V. = EL DA um a 
3a 3a 


Un fabricante de radios averigua que puede vender x instrumentos por semana a P pesos 
? 


cada uno, siendo 5x = 375 — 3P. El costo de la producción es (5004 г) pesos. 


Demostrar que se obtiene la máxima ganancia cuando la producción es alrededor de 30 
instrumentos por semana. 


Solución 
Ingreso total = I(x) = por la venta de número de instrumentos: I(x)= xP 
xd 
Costo total = c(x) = 500+15x+ E 


Ganancia ó utilidad = u(x) = I(x) — c(x) ...(1) 


375- 5х 
3 


Pero 5х = 375 —3P => P= 
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2 
T (x) = kKP'z шон 
. Luego "З ...(2) 

с(х) = 500+15х + | 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: и(х) = E (600+ 15x 4 1) , derivando 
u' (x) 375 —10x as 2 _ 1875-50x—225-6x _, 

3 5 15 
1650 


= 29.46 valor critico 





1650—56x=0 > x= 
S6 


5 5 
пзу = v9.46) = —— «0 = 4 máximoen х= 29.46 


15 


La máxima ganancia se obtiene al producir alrededor de 30 instrumentos por semana. 


. Demostrar 


ers 


Si el problema 13 se supone que la relación entre x y P es x 2100— 20 


que la producción que corresponde a una ganancia máxima es la de unos 25 instrumentos 


por semana. 
Solución 
1(х) = ingreso total = Xp : с(х) = costo total = 500 + 15x + j 


rz Jars 
como x=100-20 a = 2 -100-х 





Y 
2 
Р „(190-2 à (100 — x) 
5 20 80 
24 
mepa x) 
80 


U(x) = Кх) – с(х) reemplazando se tiene: 
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y 











(х) = _ 20009" — 500 — 154240 derivando se tiene 
80 5 
> — 
(Qa Lm E o 15.2% _ 100 — 100-х (100— N 2-2 5+2х 
8 40 5 80 
_ 100- X 100- 3x) — J5g2x т (100 – х)(100 – 3х) – 16(75 + 2x) 
80 ар 80 
J 
“SAR 
7277: sd єзїўї = ре =" 


E" Ly 
Ua ENS = 00425) ---3225 2 
80 40 


en х = 25, por lo tanto la máxima ganancia se obtiene al producir 25 instrumentos. 


Esta semana en una fábrica se produjeron 50 unidades de cierta mercancía y la cantidad 
de producción aumenta a razón de 2 unidades por semana. S1 C(x) dólares es el costo de 


producción de x unidades donde: C(x) =0.08x? — x? +10x +48, calcule la rapidez 


actual a la que el costo de producción aumenta. 
Solución 
Sea x = número de mercancía 


dx = 2 unid/semana 


dc 


dc - 
не rapidez actual en la que el costo de producción aumenta. 


Como c(x) = 0.08x? -x° +10x +48 derivando se tiene: 


deix) A 
f 4 а! dt 
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= 0.24(50)? (2) — 2(50)(2) +10(2) =0.48(50)? — 4(50) +20 21020 





dc(50) 
dt 
D,c(50) 1020 
El costo aumenta a razón de 1020 por semana. 


En cierto mercado, la demanda por una clase especial de cereal para el desayuno está 
indicada por la ecuación de la demanda: Px + 25P = 4000, donde P centavos es el precio 
de una caja y x miles de cajas es la cantidad semanal demandada. Si el precio actual de 
dicho cereal es de 80 centavos por caja y ese precio aumenta a razón de 0.2 centavos 
semanales, calcule la razón de cambio de la demanda. 

Solución 


Datos: 5 — 0.2 centavos /semana ; = =? para P = 80 





como Px+25P=4000 — A 
4000 dy 4000 dP 
х= о c quc etm 
P dt 2 dt 


2 =——=—— =-,125 
dt — (80)? (80(80 — 80 8 


dx __4000 q 80 — 10 1 


La demanda disminuye a razón de 0.125 miles de cajas por semana. 


La ecuación de la oferta de cierta mercancía es: х =10004/3Р? + 20Р donde cada mes se 


surten x unidades cuando P dólares es el precio por unidad. Calcule la razón de cambio en 
el suministro si el precio actual es de $20 por unidad y está aumentando a razón de $0.50 


por mes. 
Solución 


Datos: — =0.5 $/mes ; с =? cuando Р = $20 


x -100043P? +20P se surten x unidades cuando p $ es el precio por unidad 


Ahora calculamos la derivada implicita. 


Aplicaciones de la Derivada 673 


dx _1000(3Р +10) dP 


=. Z cuando P= 20 
d! 3p?.,20p d! 


E UO) Sua nq; - 
dt  41200-- 400 40 


E] suministro aumenta a razón de 875 unidades por mes. 


сь 523 


Suponga que “y” es el número de trabajadores еп la fuerza laboral necesaria para producir 
x unidades de cierta mercancía y, x=4y”. Si la producción de esta mercancía, este año, 
es de 250,000 unidades y la producción aumenta a razón de 18000 unidades anuales. 
¿Cual es la razón actual a la que se debe incrementar dicha fuerza laboral? 


Solución 


Datos: х = 250,000 unidades ; _ =18,000 unidades anuales ; Р E 


como x -4y? , cuando x = 250,000, y = 250 ahora derivando implícitamente la ecuación 


x= y? con respecto al tiempo. 


dx j | 
б _ 8y = reemplazando los datos 18000 = 8(250) Е = 


dy 18000 | 
di 


dt  8(250) 


d 
P. =9 trabajadores anuales. 
і 





Un monopolista determina que si c(x) centavos es е! costo total de la producción de х 
unidades de cierta mercancía, entonces c(x) = 25x + 20000, la ecuación de la demanda es 
x + 50P = 5000, donde son demandas x unidades cada semana, cuando el precio unitario 
es de P centavos, si se desea maximizar la utilidad semanal encontrar: 


a) El número de unidades que deben producirse cada semana. 
b) El precio de cada unidad. 
Ера. а) x = 1875 unidades b P-362.5 
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La ecuación de la demanda de cierta mercancia es P = (x – 8)? y la función del costo 


total está dada por C(x) =18x —x* donde c(x) dólares es el costo total cuando se compra 


x unidades. 


a) Determinar los valores permisibles de x. 
b) Encontrar las funciones del ingreso marginal y del costo marginal. 
c) Encontrar el valor de x que rinde la máxima utilidad. 


d) Trazar las gráficas de las funciones del ingreso marginal y del costo en el mismo 
sistema de coordenadas. 


Крїа. а) xe[0, 8] b)  1'(x)=(x-8)BGx-8), c'(x) =18-2x 
c) x=1.89 


La ecuación de la demanda para cierta mercancia es Рх? -9Р-18 = () donde P dólares 


es el precio por unidad cuando 100x unidades son solicitadas. Encontrar: 
a) La función del precio. b) La función del ingreso total. 
c) La función del ingreso marginal. 


d) Encontrar el ingreso total máximo absoluto. 





19 эж 
Вр a) 18 pp 10% у 1009-27) 


5 13 d)  1(3)=300 
+X 9-х (9+ x°) 


Un campo rectangular que tiene un área de2700m*, será cerrado con una barda y se 
empleará una barda adicional para dividir el campo por la mitad. Si el costo de la barda 
central es de $ 2 por metro lineal y el de la barda a lo largo de los lados es de $ 3 por 
metro lineal encontrar las dimensiones del campo que haga que el costo de la barda sea 


minima. 


Rpta. Las dimensiones del campo que hacen que el costo minimo son: 45 de ancho por 
60 de largo. 
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Un fabricante puede tener una utilidad de $20 en cada articulo si se producen 
semanalmente no más de 800 artículos. La utilidad decrece a 2 centavos por artículo que 
sobre pasa los 800. ¿Cuántos artículos deben fabricarse a la semana para obtener la 


utilidad máxima? Rpta. 900 articulos. 


Un fabricante puede producir grabadoras de cassette a un costo de $20 cada una. Calcular 
que si las vende a x pesos cada una podrá vender aproximadamente 120 — x grabadoras 
de cassette al mes. Determinar el precio de venta x que producirá la mayor utilidad para el 


fabricante. Rpta. $ 70 cada una. 


Para cada una de las siguientes funciones de costo total, evalue el costo marginal y 
determine el comportamiento del costo marginal (sí es creciente ó decreciente) 


a)  y=1000x--180x* +3x* b  y=220+55x-2x* +x* 


Determinar el comportamiento de las funciones de costo promedio y marginal (creciente 


o decreciente) para cada una de las siguientes funciones de costo total. 
a) y-24x425 ,0sxs10 b) y=9x+5xe ^ 


Rpta. a) 0<х< 10 creciente el costo promedio y marginal 


b) El costo marginal es decreciente para x < 1 y creciente para x > 1, el costo 


promedio siempre es creciente. 


La función de ingreso total de la empresa Compañía Manufacturera de Muebles 
Coloniales se expresa mediante la ecuación /(х) = 24x – 3x^ , en la que (х) es el ingreso 


y x es la cantidad vendida. 


a) ¿Cuál es el ingreso máximo que la compañía puede esperar suponiendo que la 
ecuación anterior es válida? 


b) ¿Cuál es la ecuación correspondiente a la función de ingreso marginal de esta 
compañia? 
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La compañía ANTO S.A. fabrica gabinetes para aparatos de televisión, y el costo total de 
producir cierto modelo está representando por la ecuación: y =4x — x° 4 2x! , en donde y 


representa el costo total y x representa la cantidad producida (su valor numérico son 
millares de unidades). El departamento de ventas ha indicado que la producción x debe 
estar entre 2 y 6. ¿En que cantidad es minimo el costo marginal? 


Rpta. Ер el intervalo 2 € x < 6, CM. es minimo en x = 2 


Un fabricante puede producir para camas de agua a un costo de $10 cada uno, calcula que 
si los vende a x pesos cada uno podrá vender aproximadamente 50 — x marcos al mes. 


a) Exprese la utilidad mensual del fabricante como una función del precio de venta x y 
represente gráficamente esta función de utilidad. 


b) Use el cálculo para determinar el precio de venta que ha de elevar al máximo la 
utilidad del fabricante. 


Rpta. а) Р(х) = (х-10) (50-х) 


р) Precio óptimo de venta $30 utilidad máxima $370 


3 
El costo total de una firma que manufactura x bicicletas es c(x) = Яс — 5x? +170х +300. 


- 


a) ¿A qué nivel de producción decrece el costo marginal? 


b) ¿A qué nivel de producción crece el costo marginal? 


c) ¿Cuál es el mínimo costo marginal? 
Rpta. a) 0<x<20 b x>20 c) c'(20)=70 


Un fabricante de accesorios eléctricos tienen unos costos de producción diarios de 
Р. 
Gai iv 8. ¿Cuántos accesorios x se habrian de producir cada día para 


minimizar los costos? Rpta. 20 
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Un fabricante de radios cobra $90 por unidad cuando el costo medio de producción por 
unidad es de $60, para seguir, sin embargo, mayores pedidos de los distribuidores, el 
fabricante reducirá el precio en $0.10 por unidad pedida a partir de las 100 primeras. 
Hallar el menor pedido que podría admitir el fabricante para obtener beneficio máximo. 


Rpta. 200 
Una empresa que fabrica y vende escritorios trabaja en competición perfecta y puede 


vender a un precio de $200 el escritorio, todos los escritorios que produce si x escritorios 
se produce y se vende cada semana y c(x) dólares es el costo total de la producción 


semanal, entonces c(x) = х +4x+3000. Determine cuántos escritorios deberán 


fabricarse por semana para que la empresa obtenga la mayor utilidad total por semana. 


¿Cuál es dicha utilidad total máxima por semana? Rpta. 80, $ 3400 


Suponga que en una situación de monopolio la ecuación de la demanda de cierto artículo 
] — 
es P= 6-7 vVx—100 , donde P dólares es el precio por artículo cuando se demanda x 


articulos y x e[100, 1000]. Si c(x) dólares es el costo total de la producción de x 
articulos, entonces: c(x) = 2x + 100 


a) Encuentre las funciones del ingreso marginal y del costo marginal. 
b) Calcule el valor de x que arroje la máxima utilidad. 


i x 
Rpta. а) Img(x)=6——.x-100 ——n-F" ; Cməg(x) = 2 
5 10x –100 а 





b) 2000100 


En competencia perfecta, una firma puede vender a un precio de 100 dólares por unidad 
todo lo que produce de una cierta mercancía. Si a diario se produce x unidades, el número 
de dólares del costo total de la producción diaria, es х? + 20х + 700. Hallar el número de 
unidades que deben producirse diariamente para que la firma obtenga la máxima utilidad 
total diaria. Rpta. La mayor utilidad diaria es cuando se produce 40 unidades por dia. 
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Un fabricante en la producción de cierto artículo, ha descubierto que la demanda del 


suponiendo que el ingreso total I(x) está por 





artículo viene representando рог х =— 
P 


I(x) = xP que el costo de producción x artículos está dado por: с(х) = 0.5x + 500, hallar el 


precio por unidad que dé un beneficio maximo. Rpta. $1.00 


La función de demanda de un cierto artículo está dado рог P -(16-x) ^.0€ x x16, 


443 32 


calcular para que precio y cantidad el ingreso es máximo. Rpta. P= M а + 


3 


Un cierto artículo tiene una función de demanda dada por P = 100 – 1- y la función de 


costo total es C(x) = 40x + 375. 


a) Qué precio da el beneficio máximo? 
b) Cuál es el costo medio por unidad si se produce para obtener el beneficio máximo? 


Rpta. a) $80.00 b) 299 20 





Para calcular limites de funciones que asumen formas indeterminadas, se debe tener en 


cuenta las siguientes formas indeterminadas. 


a) lera. De La Forma 
Consideremos dos funciones derivables f y g en un intervalo abierto I, excepto 
posiblemente en a є I. Suponiendo que V x + a en I, g'(x)* 0 ysi lim f(x)=0 y 


lim g(x) = 0, entonces: 


та 


e) 
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OBSERVACION 


f'(x) 
g (x) 





i) Enelcaso que f'(a)=0, g'(a)=0 se aplica la expresión (1) al cociente es 


decir: 





ii) En algunos casos puede ocurrir que sea necesario repetir el procedimiento varias 
veces. 


iii) Si а= оо, la sustitución de х-- el problema se reduce a evaluar el limite 
2 


cuando z >0 esto es: 








1, 1 1 
A ЛЭ | 
lim Je) = lim 3 г = lim , = tim Ге) 
A жет ad в С) xo. g'(x) 
b) De La Forma = 
со 
J (x) 





Para determinar él lim 


cuando él lim f(x) = о, y lim g(x)=%, es 
xa g(x) xa xa 


suficiente aplicar la regla establecida en (1). 
c) De La Forma 0.00 
Para determinar él lim f(x).g(x) cuando lim f(x) -0 y lim g(x) = о, а la 


función f(x). g(x) se expone dé tal manera que adopte una de las formas có 2 es 
00 


decir: 


Ó también 





Luego se aplica la regla establecida en (1) 
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d) De La Forma œ - œ 


Para determinar él lim(f(x)-g(x)) cuando: lim f(x) 2o, lim g(x)=w0, la 


función f(x) — g(x) se expresa en la forma siguiente: 





0 ; 
y de esta manera cuando x > a, toma la forma 0 luego se aplica la forma 


establecida en (1) 


e) Dela forma 0%, 00%, 1^ 


Para determinar el Jim(f(x)8?) que toma la forma: 0%, 0°, 1°, cuando x > a, 
X— a 


go Lo f o) 


se debe tener en cuenta que f (x)*(? =e 

















Solución 
. Lnx «18 Lnx 
lim — = lim — -1 ^. lim —— = 
x x—-]l xix 1-1 x –] 
. x—l 
(2) lim 
x x^ —] 
Solución 
. x-1l s 1 l . x-1 1 
lim = lim - = — ^. lim — = — 
г-1х7-1 ipl Л хэ1Хх7-1 n 
Y uu = K 
G) lim 
xl sen x 
ión 
x -y Ej E x ag 
4. . е +e 1-1 , e -e 
lim ————— = lim ———— = — = 2 ^. lim ———— = 2 


‚э Senx сэй COS X | x0 Sen x 
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a` Bt 
lim 
хэд х 
Solución 
` a —-b' , a'Ln(a)-b'Ln(b) 
lim —— = lim —— 
x10 X х-э0 1 
| а 
lim x" sen— , n >0 
х-э0 Ж 
Solución 
n 
| а . а senz а 
lim x" sen— = lim ————-, donde -=— => x= 
v X zo0 = X 
TT" a . d'senz a" cosz 
lim x sen— = lim ————— = lim 
y» X 290 z" 2>0 nz"! 
li sen x 
і us 
хэ2 2—x 
Solución 
m sen; x m 1.0057 X 
im ——— = lim ———— = – 
x2 2-Х г-») —] 
1 
lim e —cosx 
x20 xSen x 
Solución 
. e"—cosx .. e* —sen x 1+0 
lim ———Əy = Lim ——  — = —— = 00 
хэ? xsenx x—0 Sen x + x COS x 0 
x" ag 
Jim == 
v> x-2 
Solución 
н H n-1 
а x - 2 е HX =] 
lim ————— = lim =n2" 
x32 x-2 x2 


= Іпа — Lnb 


» а а 
^. lim —— [n = Ln— 
x0 X b 


cuando x э о, z >0 


681 


682 


© 


Eduardo Espinoza Ramos 


. Ln(senx) 
lim ——— 
хэл:2 (л — 2х) 
Solución 
Ln(senx)  , сіх _ 4 -cosec x 1 
х-эл/2 (л —2x)? x252/2 – 4(л —2x) х-эл/2 8 8 
lim (x —2arc.tg х) их 
Solución 


— 2arc.t 
lim (x – 2arc.tg x)Lnx = lim РЕ ИСЕ 














XL xw ] 
Lnx 
—2 
2 2xLn2 x 2Ln2x+4 
= lim = lim 2 — = lim = lim — = Ü 
X—»00 1 xo |+ x° Х-э0О x x— X 
xLn? x 
lim xLn(sen x) 
x—0 
Solución 
I . Ln(senx . ctgx 
lim xLn(sen х) = lim Зэн) = lim dt 
x0 x—(0 x0 
X x? 
. —cosec2x | х? | 3х? 3x 0 
lim —— H = - lim — = — lim ———— =- lim ———z—z0 
x30 2 x202sen^x | *02sen2x х-02с052х 2 
3 
x 
lim x^ * 
x0 
Solución 
li L Sn A ГУНА COS X l 
‚ " М im зеп x.Lnx | TA ч 5 со - 0 
lim х 25 = lim ¿2 = es = lim e/ 1 =e lxlbx =p * =e =] 
x0 x— 0 x0 
^. lim x =] 


x0 
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(3) 


lim Ма. 
re Kx da 


Solución 


Lu" 2 


E 
lim = lim 


сэ Jx - Ja Tw 3/52. Р Заг? Ф 34176 














Їт 
х-э{) sen X 
Solución 
* 
. е -1 У. 
lim = lim - =] 
хэ Sen x x0 COS X 
. Lncosx 
lim ———— 
х-э0 Х 
Solución 
. Lncosx . 
lim ———D. = lim(-1g x) = 0 
x0 X x-20 
‚ e" —cosa x 
x20 fie" —cos B x 
Solución 
`. e* —cosax . ae" -аѕепах а 
lim NEUE COMME am uc em A 2 
хэ0 Be?* -соѕ Вх хэд Be"* —DBsenfx B 
. x-arc.igx 
lim €——— 
x0 Х 
Solución 
1 
t ETE 2 ] 
. x-arc.tgex . »^ 
ERUIT — py lta? 1, 


2 QA ABRE > 3 
(ot X x30 3x 3 20 x° (1 +x ) 3 


Eduardo Espinoza Ramos 




















„езү 
lim 
90 [sen bx 
Solución 
lim et — = h — god — s= A lim ае" dsenbx pen g 
O, isen bx хэд ЭХ ` bcos bx x>0 Db cos bxalx 
2-/8ёп bx 
29 oum e" lim Jsenbx a "m 2Jjsenbx a ч Ь-/х cos bx 
b x>0c0s bx ВРЕ 4х b x0 | b x0 [sen bx 
24 x 
= q lim -——— = a 
хэд [bsenbx АВ 
bx 
lim -0 
х-э0 с^ ий” 
Solución 
Ino) 
En '-b' , a'Lna-b'Lnb Lna-Lnmb_ ` `q 
x30 c* —q* c'Lnc-d* Lnd |Lnc- Lnd Б 
Lnx 
lim == 
x20 En(sen x) 
Solución 
1 
Їнх | . Senx 
ш = = lim ——— = | 
(0 [н(бепх) x90 COSX x>0 xcosx 


sen x 





j 1 
lim ——— Rpta. —— 
x50 Х- tg X 2 
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л-2агсл л 





lim | 
x» 

Ln(] + —) 

x 

‚ x" -а” 
lim ————n 
4-4 x" — g" 

y ` 
e -1l 
lim 
x20 cos x —Í1 

ete” 
lim 


x0 Sen X. COS X 


ee” -2x 
lim ——.- 
x50 х—бепх 


3 2 
z гу X 
A сы 
lim : 
x0 a 
cos x + — – ] 


lim 


x>0 6senx—6x+x? 


Ln(1 x) + tg ^^ 
lim = 
кэ] cigz x 


lim( а \ 
xl x=] £Lnx 





к-за [те —e") 


RT. л 
x+ [пх Lnx 


Ln(14 х) - Ax + 2x? e хо 


Криа. 


Rpta. А. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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-2 


-2 


w| — 


COS a 
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@ 


© © © 


lim x^ 
x>0 


242. 
lim 
x30 x 


‚ umm 
Шиа Е 
x33 x^ —5x^ +8x-6 


lim З 

хез) COS x COS" x 
теп x —Sen mx 

im- -— 


x>0 x(COS x — COS mx) 


lim xLn(sen x) 
x0 


e` +snx—1 
х-0 Ln(l-4 x) 





. l-x-«Lnx 
lim = 
11. 42x 2 
|. e*' -2cos x ^e" 
lim —— 
х-»0 xsenx 


sen(a + x) - sen(a — x) 
] ———————————————— 
г-э0 COS(G: + x) — cos(a — x) 


‚ (x-2)e* +х+2 
DC 17. A 
x90 (e —1) 
л Х 


. Л 
lim — g 
х-э0 X 


1 





(I 
хб sen” ] -cosx 


sen 2x 4 2sen^ x —2sen x 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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1 


26/5 


чә | 3 


-ctga 


е | — 


м | 5 


м | — 
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27 


@ @ 


28 


G 


l 


lim qom Rpta. e 


х-э0 


й (1аху23 (1 - 4298/4 


li ЭГ Rpta. 1 
ээ! sen" ^" (x —1) 

lim (sen x)'** Rpta. 1 
сэл, 

lim e +£nl-x/e) Rpta. ^D 
x0 igx-x 

-—— ЭЭ Rpta. — 
en 20-4x) 30-3) 12 





A las funciones trigonométricas a veces se llaman funciones circulares debido a la 


estrecha relación que tiene con él circulo x^ + y^ =1. 


En la misma forma ciertas combinaciones de las exponenciales е", e * se relaciona con 


la hipérbola que son: 


Seno hiperbólico, coseno hiperbólico, tangente hiperbólica cotangente hiperbólica , 
secante hiperbólica, cosecante hiperbólica y que denotaremos por: Senh, Cosh, Tgh, Ctgh, 
Sech, cosech. respectivamente. Ahora daremos las definiciones de cada una de estas 
funciones hiperbólicas. 


a) DEFINICION.- La función seno hiperbólico f : R — R, se define de la forma 
siguiente: 





donde D, =<-20,+0> y Ry =<-—20,+00>. Su gráfica es: 
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f(x) = senh x 


b) DEFINICION.- La función coseno hiperbólica f: R — К, se define de la forma 
siguiente: 





donde D, = < –о0,+0> y К, = < –0,+0>. Su gráfica es: 






f(x) = cosh х 


А la gráfica del coseno hiperbólico se le Пата “cateriana” 
La cual adopta la forma de un cable flexible y uniforme que cuelga de dos puntos 


fijos. 


OBSERVACIÓN.- Las funciones Senh x y Cosh x no son independientes pues, de las 
dos funciones se tiene: 











r -6 л n ах хйих 
senh x= — senh^ x = —————-—— 
2 4 
2 3 
= ‚де donde, cosh“ х –ѕепһ х =1 
х -x 2x =Эү 
e +e e" +2+e 
Cosh x = > — Coin" 2 
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senh = Ses. AA 
š 2 e* =senh x+cosh x 

además de: => 

1 РР S e * =cosh x.senh х 

Cosh x =——ə— ,— — 

2 

c) 


DEFINICIÓN.- La función tangente hiperbólica f: R —R se define de la forma 
siguiente: 





donde D,=<-2%,+0> y К, = <-11>. Su gráfico es: 






I(x) = tgh x 


d) DEFINICIÓN.- La función cotangente hiperbólica Ё R —R se define de la forma 
siguiente: 
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e) DEFINICIÓN.- La función secante hiperbólica f£. RR define de la forma 
siguiente: 





f) DEFINICIÓN.- La función cosecante hiperbólica Ё R—R, se define de la forma 
siguiente, 





donde D, »«—o,0»U «0,40» y R =<-—2%,0>U<0,+00>. Su gráfica es: 





g) IDENTIDADES FUNDAMENTALES DE LAS FUNCIONES 
HIPERBOLICAS.- 


(1) cosh? x -senh? x «1 Q) 1 - tgh^ х= sec h^x 


l 
O | -ctgh^ x = -cosech?x (4) teh x 2——— 


ctghx 


Aplicaciones de la Derivada 


tgh(x + y) = 











senh 2x = 2senh x cosh x (6) 
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cosh 2x = cosh? x + senh? x 


senh(x + y) 7 senh x.cosh y + coshx . senhy 
cosh(x + y) = cosh x . cosh y + senh x.senh y 


tghx t tgh y 
1+ tgh x.tgh y 











10 senh 4 + senh В = 2senh( E B ).cosh( 7) 
GD cosh A + cosh В = 2cosh( 2) cosi — 2) 
(12) EL 9 cosh? y = “osh2x +1 
2 2 
EJEMPLOS DE APLICACIÓN: 
х? -1 
Demostrar que: tg(Inx) =— 
x“ +1 
Solución 
Po sa 2E 2 
Como tgh х= й. l 
e'+e* e*"+l 
en | Y n al ксл "- 


tgh(Inx) = jg = 
e 








1 — de 
4] el +1 x^ +1 


NOTA.- Se ha aplicado las siguientes propiedades 


] +tgh Ё 
Demostrar que: сва ы е? 
1—tgh x 


2х 


2x 


(2) kIna 7 ња“ 


Solución 


Como tgh x = CM , al reemplazar se tiene 
e? 4 
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А gl Tire- «268 
ejl 222712 222857 скы а Я .l+tgh x os 
— .= ———— E ——VD r rAIFArIE=— =e V. —— P  —.rsL- шш 
1—tgh x a al. тээл E 12 l-tgh x 
e? +1 e" +1 ç P 
(3) Demostrar que: (senh x+cosh x)” =cosh n х +senh n x 
Solución 
e = A 
senh x= = 
= cosh х + senh x = е" 
; e 
Cosh x= 
2 
(cosh х +senh x)" = e"* (1) 
nx — EX 
—E 








senh (nx) = E 





=> cosh (nx) + senh (nx) = e" ...(2) 
e" po жы 
cosh (nx) = ——- > 








Luego comparando (1) y (2) se tiene que: (cosh x +senh x)” =cosh nx +senh nx 
(8) Demostrar que: tgh(-x) = -tghx 
Solución 


—E o 2c (SS) po. MN Р: 
tgh(—x) = 5 E. == de WWE =—tgh х ^ fgh(-x) = -tgh x. 


e +e (7*4) e +e* e' PFE 








(5) Calcular el valor de х si: tgh(In x) = E 


Solución 


In x -lnx 


e "С 
A а зара 
e YS ^ 


2 


| i ! ' 
"E aplicando las propiedades e"^ = а se tiene: 
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Ji Ч cy. 1 

ээл => — чол 5 4х?°-4=-х?—-1 = 5x? =3 
кере”. AP wel 

X 


[3 3 
хайн de donde x= 2 


Calcular el valor de x si senh (In 2x) = cosh (In х) 
Solución 
senh (In 2x) 7 cosh (In x) por definición se tiene: 


en? Le l2 етх +e Ins 


—— de donde 2x =з = x+ е? simplificando 
2 2 2x x 


4x? -1=2x? +2 > 2x2=3 > MH por lo tanto AE 


є... EJERCIC иу (e pn ЫЛ 222424 NES! LI х) A, д ДАЛАА A АА KK 
e m à 5 tec 55 В : de ИЙН 
^ : Vae ` £: 2: , ^ * Ю du. 
$ О, тээ? =з Da Ub CS - 





9'9 O e 'ooo- 


Demostrar las identidades siguientes: 
cosh (x + y) = cosh x. cosh y + senh x. senh y 


senh (x + y) = senh x. cosh y + cosh x. senh y 

















1+tgh x.tgh y 
sen Æ + senh B = 2 веш B РҮ. ) 
А+ В - 
cosh А + cosh B = 2 cosh( i )cosh( = > E 
- h h 
ue Ele senh х -senh y 
cosh x + cosh y 
sech (-x) = sechx cosech(-x) = -cosech x 
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ЫН = 4 5-1 (10 cosh > = de [M id 
П. Demostrar que: 
ubi sar rap y 2+2) 
senh? x—senh* y =senh(x + y)senh(x — y) 
(4) senh 3x = 3senh x +4senh? x cosh 3x = 4cosh? x -3cosh x 






Mediante la regla de la derivada de la función exponencial las fórmulas 


de derivación de las funciones hiperbólicas. 


Sea u una función de x diferenciable, entonces 
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Ejemplo.- Hallar la derivada de las siguientes funciones 


f(x) =In(senhx? ) 
Solución 


(senh x? "m cosh x? (x?) 


; =ctgh х?.3х? 


/(х) =1п(зепһх*) = f'(x)= - 
senh x' senh x 


n f(x) =3x*ctgh x? 


š 2 
f (x) = sec h“ x + 3 cos ес? х 
Solución 


f(x) = sec h * + 2cosec h? x => f' (x) = 2sec h x.(senh x) + 6 cos ech x.(cos ech х) 


= —2 sec i^ x.tgh x - 6cosech^ x.ctghx 


fo). EH: 


senh x —tgh x 
Solución 
2x 
tghx-senhx ѕепһ х(1+ соѕЅһх) I+coshx | 2 cosh 2 sigh? x 
senhx—tghx  senhx(coshx-1) coshx-1 2 senh? 2 2 


| tehx+senhx | x x 
f (x) = [18 = |ctgh°— =ctgh— 
Vsenhx-tghx ү 2 2 








f'(x) = -cos ech <ç 


| 
- = kr E 
2 2 2 


J2 414 cosh? x P 


J> N + cosh? x 


x 
2 


1(х)- enh? x 





Solución 


Simplificando V x = 0 se tiene: 
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(42 + /1+cosh? ху 


Fatis cosh? x 


ЈО) = === .senh? x = - .senh? x 
Jp дё 414 cosh? x 2-l1-cosh* x 
_ (2 (92 +4 +cosh? x)? , onp? y _ 02 +15 cosh? х)? Eidos 


> 
1- cosh? x senh“ x 


MA) = Ala Al + cosh? х)? , derivando se tiene. 


PAYS 204/2 + 414 cosh? x (04 ere 


11 + cosh? x 


nE 4 + cosh 2 x) senh 2x 


| 2 
41-4 cosh* x 


n S (x)= 


Ejemplo.- Usando derivación implicita; hallar у=® 


(1) y = senh(x — y) 


у = ѕепһ(х – у) => y'=cosh(x-— y).(l — 


Solución 


> y'-cosh(x- y) y'= cosh(x — y) 


cosh(x — y) 


> [l +cosh(x— y)]y"= cosh(x — y) Шы aesti) 


(2) y =senh(cosh( x? + y? )) 


Solución 
y'= cosh(cosh (x^ + y? )).(cosh( x? + y? )) 
y'= cosh(cosh( x? + y? )).senh(x? + y?).(2x+2y.y") 
y'-2 y cosh(cosh( x” + y? )).senh(x? + y?).y' 


= 2x cosh(cosh( x? + y^y senh(x? + y?) 
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[1-2 y cosh(cosh(x? + y?)) senh(x? + y2)]y' = 2x cosh(cosh( x” + y? )) senh(x? + y?) 


T 2xcosh(cosh(x? + y?))senh(x? + y?) 
(^ 1 - 2ycosh(cosh(x? + y? ))senhíx? + y?) 


(3) f(x) = xh? 
Solución 


Tomando logaritmo a ambos miembros se tiene: 
Ln(f(x) = Lux ^"^* =senhx.Lnx aplicando derivación implicita. 


: н 
Le = cosh x.Lix +senh xl entonces f'(x)= /(x)(cosh x, Lnx + ышы 
J AX x x 





) 


7. f'(x) = (cosh x.Lnx + senh x | ¿sent h 
X 


(3) [у +senhx А [y - senh x -4/5 


Vy-senhx Y y+senhx 
Solución 


Elevando el cuadrado a ambos miembros de la igualdad 


| [у+зепһх А РИБЕ Лоди. = (./5)? 


Y y—senhx рти 





y+senhx  y—senhx — | y+senhx  y-senhx 
— +2=5 simplificando se Пепе —————— + —————- = 3 
y-senhx у+ѕепһх y-senhx у+ѕепһх 


(y +senh х)? + (y —senh х) 2 = 3(y? —senh? x) 
2y? +2senh? x 2 3y? -3senh? x simplificando 
ge =5senh? x derivando implicitamente 2yy'=10senhxcoshx  despejando y" 


_Ssenhxcoshx 5ѕепһ 2х ya 5senh2x 
y 2y (7 2y 


4 





© © © Oo O @ @ © O 


@ 


FA ; gh In n(í-—— 


f (x) = 


ГО) =c uh 





f(x) = вепр) 
xXx” wass 


-10x +9 
+10х +9 





f (x) = cosa 


senh 1.cosh x 
f (x) = 


Va cosh? + bsec A? x 


f(x) = tg) 
x—1 


“ Y89252 
(x A 
di Sk. x^ +18x +32 
cosh x 
f (x) = vua MC ten») 
senh“ 


f (x) = In[arcsec( 


42, 14402 tghx 


cos echx - ctgh x 
cos echix - c igh x 


/ (x) 2 arc. sen(tgh x^ ) 


“ыг 0 
-7х-10 


| 
e 
cos(tgh үх 4 Jx) 


NB Uu. ) 
1— 42 tghx 


Hallar la derivada de las siguientes funciones 


@ @ ° @ 


@ 


1 


O 


J (x) = 
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2 
ғо) = "seni 2-5, 
l+x+x 





f(x) = (——— 


ES 3 ) senh x 
cosh cosh“ x 


[+х+х? 


f (x) = La ak: Ç 
-Х-Х 


Jp tgh(x —3J х? + 26) 


f (x) =In(cosh x) + LJ 


В. 
cosh” х 


a + btgh(x / 2) 
a—btgh(x / 2) 


f(x) = arc. tg(senh x? ) 


f (x) =1n(c tgh 3x ^ cos ech3x) 


f (x) = sec AE 
x^ +х+1 
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il. Usando derivación implicita hallar y'= р 
X 
ctg(xy) * xy- 0 (2) cosh (x + y) = y senh x 


(3) tgh dum 3x" + tgh(x Ty) (4) у= sen(cosh( x? чу Р )) 


OBSERVACIÓN.- Por medio de las derivadas de las funciones hiperbólicas y la regla 
de L' Hospital se puede establecer las propiedades siguientes: 








se = 2 J so 

(1) lim senh х 0 (2) lim cos X 
. senhx . Aghx 
і =] lim z1 

б) me () m 

O lim | - senh x -0 ($) lim 109985 š =i 
x X r0 ЭР” 2 


Ejemplo.- Calcular el limite de las siguientes funciones 


O |-cosh(2x) 
lim —— V 


v0 ] —cosh 7x 
Solución 


l—cosh 2x ‚  —2senh2x 4cosh 2x 4 
im —— P = [im ———————— = lim — = — 
01—cosh7x x>0-7senh7x хә0 49 соѕһ 7х 49 


(2) . scnh9x-senh5x 
lim —————————— 


Y x cosh x 
Solución 

. senh9x-senh5x . 9cosh9x-5cosh5x 9—5 
lim ———————————— = lim — = — = 4 
v» xcosh x x20  coshx-4 xsenhx 1+0 

. x-senh4x 

(3) lim —— p 

гэд x+senh5x 


== — 
———K—— Р —ÚKs  — —l @ ü 


x-senh4x | lim 1—4 соѕһ 4х 1-4 -3 
roo x4senhS5x хэ01450865Х 1+5 6 2 
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. Senh(z —x) 
lim ——h 


сэл Х(7-Х) 
Solución 


. senh(r-x) ,  -cosh(z-x) —] 1 
lim ————:=[т———=——= 


х-эл х(л — X) xn Л —2x Л-2Л Л 


. l-coshax 
lin —— nn 


r-»0 2 
Solución 


. l]l-coshax . —asenha x f 
lim —— = lim ——— = lim 
х—э{) б dm x >Ü x х-»л T 





I 
—a cosh ах 
5 > 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


Calcular los limites que se indican 


. senh 15x 
lim —— 


A э x 





senh 3x 
m Rpta. 
x>0 sen 9х 


. 2-.Jcoshx —cosh x 
lim —— 


x0 2 


. l-cos(senh x) 
lim —— TT 


s Rpta. 
*0 sen (senh 2x) 


2 | 








Rpta. 


lim( : 
0 senh x cosh x -1 


lim -— —9À Rpta. 


Y Lx -1 





Rpta. 


Rpta. 
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2 
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Las funciones hiperbólicas senh x, tgh x, ctgh x y cosech x son inyectivas en todo su 
dominio por lo tanto tiene inversas, y las funciones hiperbólicas cosh x, senh x no son 
inyectivas, pero si restringimos su dominio en el intervalo [0,+20>, en éste intervalo las 
funciones cosh x, sech x son inyectivas por lo tanto se puede determinar su inversa. 


Ahora definiremos la inversa de cada una de estas funciones. 


а) DEFINICIÓN.- А la inversa de la función seno hiperbólico denotaremos por 


arc.senh ó senh ! y es definida del modo siguiente: 





[senh(arc.senh x) = x . 
de donde . Su gráfica es: 
arc.senh(senh y) = y 





y = arcsenh x 





b) DEFINICIÓN.- А la inversa de la función coseno hiperbólico denotaremos por 


arc.cosh ó cosh * y es definido del modo siguiente: 





donde su dominio es [1,+©> y el rango es [0,+00> 


. [cosh(arc.cosh x) =x,x 21 I 
ademas . Su gráfica es: 
Vasa cosh(cosh y) = y, y 2 0 
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c) DEFINICIÓN.- А la función inversa de la tangente hiperbólica denotaremos por 


arc.tgh ó tgh ! y es definida del modo siguiente. 





| 
| 
I 
1 
1 
І 
і 
| 
| 
1 
i 
! 
! 
| 
I 
I 
l 
l 
I 
} 
1 
1 


d) DEFINICIÓN.- А la inversa de la función cotangente hiperbólica denotaremos 
por arc.ctgh ó ctgh 1 y es definido del modo siguiente. 
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e) DEFINICIÓN.- А la inversa de la función secante hiperbólica denotaremos por 


arc.sech ó sec ' y es definida del modo siguiente: 





donde su dominio es «0, 1] y el rango [0, ёоо», Su gráfico es: 


y = arc.sech x 





f) DEFINICIÓN.- А la inversa de la función cosecante hiperbólica denotaremos por 


arc.cosech х ó cosech ! y es definida del modo siguiente 





Donde su dominio es <- ,0> U <0, tx» уе] rango <-2, 0» U «0, +20>. 


Su gráfico es: 


y = arc.cosech x 


OBSERVACION.- También a las funciones hiperbólicas inversas se puede expresar 
en términos de logaritmo natural. 
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Ejemplo.- Calcular la derivada de las siguientes funciones 
(1) f(x) = х? arccos Ax? 
Solución 
23 
f' (x) = 2xarc.cosh x? + х? = ^. f'(x) = 2x arc.cosh CC PME с ина 
ыб. "mr 


(2) f(x)- Ly Eius = и" 
x+] 3 


x 
—=) 
[7 


Aplicando propiedades de logaritmo se tiene: /(х) = - Ln —) =- e arc.tgh( 
x+ 


сай! 
42 

2 2 1 7 
WM c — ^®- 


l 
3 єє “6 2-1. 3Qx?) 3(х*—1). 3(х? 2) 


I 
pr org 40. 

da T E T 

а 


Ё ' E. x° 
= 3x* —3х? +2) 


(3) f (x) = ағс.ѕепће" + arc. иј 
х 
Solución 
Aplicando la regla de derivación se tiene: 


E m A E e” l 


EA f'(x) =- 
е?* +1 Гуж. e) 1 х? -1 Je? +1 х? -1 


y? 
(4) f(x) = arc.senh (Lnx) + Ln(arc.tgh x) 


Solución 
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Aplicando la regla de la derivación se tiene 


(Lux) М (arc.tgh x) _ ] (x) 


f(x) = =—— A 
JLn2x+1 — arc.tgh x JLn? x 41 (1-x?)arc.tgh x 


l 


————— 4 — 2223 
xy Ln? x 41 (1—x? Jarc. tgh x 


24 7700) = 





I. Hallar f'(x) si f(x) es dado por: 


f(x) = tgh * (sen 3x) f(x) =arccos h(cos ecx) 


(х) = пух? +1-x arc.tgh x 


f(x) = xarc.senh x -414 x? 


f(x) = arcsen A(In x) + In(arctg hx) 


f(x) = arc.igh(cos e") 


@ @ (9 @ 


f(x) = arctg(senhx) – агсѕес(соѕћ х) 


Ө 
O 
(5) J (x) = arcsen (tg x) 
(5 
© 


f (x) = arc.senh e” + arc. en 
x 


| 2 
f (x) = За? arctgh |- — - Ga 3o)lax -x^ ‚а> 
х+а 


П. Hallar ay donde 
dx 


arc.tg x = arc.tgh y (2) y? + x cosh y+senh? x = 30 
arc.senx = sech y (4) cosh? x – cosh? y-1 


arc.tgh x + x arc.cosh y 7 arc.senh (x+y) 


0 @ @ © 


arctg h(x + y) = i [arctgh x - arctg/ y] 
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O 
© 


(0 


2 х 3 +ѕепх 
y —arctg л — + arctg й — (8) y = arcte h(—— ə , t 
| E x E 2 48) E (25 COS X 





' x a? — x° 
y = xe ` arccosh(] — x) y -arctg h(—)+ Ма? -х? , a>0 
a x 


1 25 a ә ? 5 А 
La gráfica de la ecuación: x=a.arc.senh, d -] sen —y^ se denomina tractriz. 
i» 


— 
Demuestre que la pendiente en la curva en cualquier puesto (x, y) es —— 


3 
е}: 


Sca P(cosh a, sen a). Demostrar que la recta tangente a la hipérbola x? — y? =] en su 








vértice (1, 0) intercepta a la recta OP en el punto (1, tgh a) 


Dadas las funciones definidas por: 


X 
l+ 





f(x)=4-arc.tg( )+ arc. = y К(х) = 4 + arc.senh (х+2) 


c 


% 
x° - 5x + 4 





р(х) =-2+tgnh(x-—1) y A(x)=arc.tgh(— )- Ln) -2 


el 2 


Hallar el área del rectángulo, tal que el primer vértice en el punto de inflexión de g(x), el 
segundo vértice en el punto máximo relativo de f(x), el tercer vértice en el punto extremo 


relativo de h(x), y el cuarto vértice en el punto de inflexión R(x). Rpta. 18u? 


Dadas las funciones definidas por х) arc.tg(x + 6) — 1, g(x) =3|(x -3)? -1, 





2 
h(x) = 2 — arc e TEES MEL 6 y la curva dada por la ecuación paramétricas 
х^-х+9 2 
61 6r? нэ |! 
x= mm y Y —,1% 1. Hallar el área del trapecio isósceles con base paralela al eje 
= — 


X, tal que el primer vértice A es el punto de inflexión de f(x), el segundo vértice B punto 
maximo relativo de h(x), el tercer vértice c es un punto que está sobre la asintota oblicua 
de la curva y el cuarto vértice D esta sobre ésta asintota y es punto extremo relativo de 


р(х). Rpta. A(-6,-1), B(-3,2), C(0,2), 0(3,-1), área =18u? 
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Sea L la recta tangente a la hipérbola > E =] en el punto A(cosh u. sen u). 


Demostrar que L corta el eje X en el punto (sech u, 0) y el eje Y en (0, -cosech u). 





| . j | 
Dadas las funciones f y g definidas por „а 5 - )-arc.ig = y 
ЗЭХ" ч 
з 
7 +10х+9 1 " "m 
а= Аа. О >= Hallar el área del triángulo cuyos vértices 
х? 0х +9 2, 5 


son: El punto (1, -3), el segundo vértice es un extremo relativo de р(х) y el tercer vértice 


es el máximo relativo de f(x). Ера. 4=14u? 





Consideremos una función f: R —À— R. MN el arco de la gráfica de la función y = f(x); 


MT es la tangente a la curva en el punto M (x,, f(x, )) 

Sea Ах = x—x;i. al cual llamaremos incremento del argumento x en el segmento [x, , x] 
Ay = f(x) - f (xj) . pero como x = x; + Ax , entonces: 

Ay = f (xy c Ax) - f(x), el cual llamaremos incremento del argumento de la función 
у = f(x) en el segmento [x,,x] la razón 2 = tg & , representa el coeficiente angular de la 


ecila Ls. 


N(x, f(x)) 
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Ay _ Гб +Ax)= f(x) 
Ax Ax 


en el punto M(x,, /(x,)) es: 


Además mL, = іра = y la pendiente de la recta tangente L, 





a) DEFINICION.- La diferencial de x. es un incremento cualquiera de la variable 
independiente x es decir: 





b) DEFINICIÓN.- La función de la diferencial f (ó variable dependiente y) en un 
punto x, es igual al producto de la derivada de Геп x, por la 


diferencial dex es decir: dh: = d( f(x, )) = f(x, dx 





c) FÓRMULAS PARA DIFERENCIALES.- 


Consideremos dos funciones de x; u = f(x). v = g(x) y c constante, entonces: 





Ejemplo.- Hallar la diferencial dy de las siguientes funciones 


у= x Lnx-x 
Solución 
dy = y'dx = (lnx + 1 — ])dx = Inx.dx ^ ду = Іп x.dx 
X 
y =arc.tg— 


a 
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Solución 
E l 
(—) — Р 
dy = ү” dx m——E pi Ed B 
I+ CX? a” +x" a” +x” 
a а? 


. , 2 2 ? 
Ejemplo.- Hallar dy si х *2xy- v^ =ат 
Solución 


Como dv = v'dx entonces calculando +" se tiene: 


x+ y 


(3 





3 ^ 
AS uk. АЙ; uc. Май 
Х-Ү 


IRETI F ES i 
5 K R: 25 А (а 
- x Сз тг O PA ü 
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a 
y = — x 
X^ 





Se conoce que dx = Ax. es decir que la diferencial de la variable independiente x coincide 


con su incremento además tenemos que: 


Ay f(x Ax)- f(x). dy = f'(c)dx 


se observa en el gráfico que el incremento de la función no cs igual a la diferencial de la 


variable dependiente, es decir que son aproximadamente iguales. Ay = dy, de donde 


f(x+Ax)— f(x) 2 f (x)dx. 





Para calcular el error introducido cuando se utiliza dy para aproximar Ay, cuando Ax es 


suficientemente pequeño se tienc: 
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A se le conoce con el nombre de error relativo 





f (x, ) 


E. _ 100% se le llama error porcentual. 


/ (x1) 


A 


Es decir: 








ahora calcularemos la diferencial de segundo orden de f 


а?у = d(dy) = d(f'(x)dx) = (f'(x)dx)' dx =[ f''(x)dx+ f'(x)(dx) ]dx = ( f''(x)dx + O)dx 
=(f''(x)dx)dx = f''(x)Xdx)” 


puesto que (4х)::0, debido a que dx es independiente de x entonces: 





en forma anàloga se tiene para: 
Luego en general se tiene que: Si y = f(x) entonces: 
EJEMPLO DE APLICACIÓN 


(D Calcular dy si y = (3x* -2x +19 
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Solución 
у= (3х –2к+1)) = ау = 3(3х° -2x +1X6x - 2)dx 
у = 6(3x^ —2x+ DGx-Ddx 
Si y= 4х? —3x 41, encontrar Ay, dy, Ay — dy para cualquier x y Ax 
Solución 
Goma ds /(x) = 4x? -3x 41, entonces: 
Ay = f(x + Ax) - Ñx) = 4(х+ Ax)? -3(x + Ax) -1- (40° -3x +1) 
=4x +8xAx + A(Ax)? 23x -3Ax +1 Ax? 4 3x -1 =8xAx-3Ax + 4(Ax)? 
^ Ay = (8x -3)Ax +4(Ax)” 
también: dy = f'(x)dx =(8x — 3)Ax ^ dy = (8x —3)Ax 
calculando Ay – dy = (8x – 3)Ах + 4(Ax)° — (8x —3)Ax = A(Ax)* 
Hallar Ay, dy y E=Ay-—dy si /(x)=x*+5x, x; =-1, Ax 20.02 
Solución 
Se conoce que Ay = f(x, + Ax) - f(x) 
Ay = f (7140.02) - /(—1) = f(-0.98)-f(-1) = (—0.98)? + 5(—0.98) — (1-5) 
= 0.9604 — 4.90 + 4 = -3.9396 + 4 = 0.0604. 
además dy = f(x)dx = ау = f'(—1).(0.02) =(-2+5).(0.02) 23(0.02) = 0.06 
^ dy = 0.06 


E = Ay— dy = 0.0604 — 0.06 = 0.0004, 
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(4) Usando diferenciales calcular el valor de (3.002). Si /(х) = A? Зан) 
Solución 
Se sabe que: f(x+Ax)= f(x)+ f'(x)Ax 
Luego f(3+0.002) = /(3)+ f'(3)(0.002) 
f(x) х? «2x! -x41 = f'(x) 23x? 4 4x-1 
/'(3)=27+12—1=38 
Ц3)-27-418-3-41-43 
(3.002) = 43 + 38(0.002) = 43.076 ^ 63.002) = 43.076 
(5) Usando diferenciales usar el valor aproximado de 3/28 
Solución 
Sea f la función definida por f(x) =3/x 


De donde x = 27 y Ax = 1 reemplazando se tiene: f(27+1)= f(27)+ f'(27).(1) 


О =}; | ON IE 
9 = кам, 27) - 1-2 0.037 
fex 1707-3709 





/(28)= /(27+ f'(27)Ax => (28) =3 + (0.037)(1) = 3.037 
'. f (28) = f (27) + Г(27)0) = 3.037 7028) = 3.037 
(в) Hallar el valor aproximado de Е = 4/81.64/81.6 mediante diferenciales. 
Solución 


Definiendo la función f(x) = х/х donde х= 81, Ax = 0.6 
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Como E = f(81+0.6) = /(81)+ f'(81)(0.6) 


E = f(81.6) = $(81)+ f"(81)(0.6) 


Ue = lx fx f (81) =/81/81 =27 


3 











mcd T /'(81) = =2=025 
43x Aa £ пы 
E = f(81.6) = 27 + (0.25)(0.6) -. /81.6/81.6 = 27.15 
-1.91) -4(-1.91y? | 
(2) Hallar un valor aproximado mediante diferenciales de — r: i 1 
91)" - 0. 


Solución 


Definamos la función f por: f(x) = A : 
x 


donde х= 2 y Ax = -0.09, puesto que 


5(-1.91) - 4(-1.91)? +2 ол Г (30191) € (71.91) +2 3/3 


(1.91)? -0.91 (1.91)? -0.91 
como — f(x+Ax)= f(x)+ f'(x)Ax 


FQ+(,09)) x f (2) + f'(2).(—0.09) 


5 
Mx y +2, derivando se tiene: 


x*—x+1 


є. =x+l 1,3 Д а pu” Д3 
85-48 aspe (Ut mau 











f(x 





-1043242.54 ,24 


2) = 29962437 (52214475 Lr d £ 
Р заса су) (8) 


4-2-1 

2 4-2+l1 64-64-68-8-3 1 19 19 
n= HA HAS = 

3 32-1042 (4-2+1)* 349 9 
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como f(1.91) = / (2)+ f '(2).(—0.09) 


5(-1.91) -4(-1.91)? +2 зз 


| = 4+- (-0.09) =3.81. 
(1.91)* — 0.91 9 


Calcular aproximadamente el valor de sen 59% si: Sen 60? = 0.86603 y cos 60? = 0.5, 
mediante diferenciales. 
Solución 


Sea f(x) = ѕепх , donde х = 60° y Ax--I? 


Como f(x+Ax)= f(x)+ f'(x)Ax entonces /(60° + (-19) = f (609) + /'(60*)(-1?) 


JJ (x)=senx f (602) = sen 60° = 0.86603 
=> f 
| f(x) = cosx f (609) = cos 60° = 0.5 
“pue I ! : 5 К IIs 
ademas por trigonometría se tiene: —— =— = 


pm Pa gie oM а ушин», ue 01708 
3 180 180 
como /(59%) = f(60%) + f (609)(-1?) 
sen 59? = 0.86603 + (0.5)(-0.01745) -. sen 59° = 0.857305 


Hallar aproximadamente la variación experimentada por el volumen de un cubo de arista 
x cuando esta se incrementa en 1% 
Solución 


Sabemos que: v=x? => dv=3x*dx 
como dx = 1%x = 0.01x reemplazando se tiene: dv= 3x* (0.01x) = 0.03х?ст? 


Un disco metálico se dilata por la acción del calor de manera que su radio aumenta desde 
5 a 5.06 centimetros. Hallar el valor aproximado del incremento del área. 


lución 


716 


Eduardo Espinoza Ramos 


Como el radio aumenta de 5cm a 5.06cm entonces 


5.06 = 5 + 0.06, de donde r = 5 y dr = 0.06. 
además: A = Пе? diferenciando dA = 2IIr dr reemplazando 
dA = 2П(5)(0.06) = 0.6л de donde dA=1.88cm?” 


Una bola de hielo de 10ст de radio, se derrite hasta que su radio adquiera el valor de 
9.8cm. Hallar aproximadamente, la disminución que experimenta su volumen. 


Solución 
Por dato del problema r = 10cin, dr = 0.2 cm 
1 


ån y 
Además у = € diferenciando dv = 4z r^ dr = 4n (1000.2) -80л ст" 


^. dy = 80л cem 


Un cilindro circular recto tiene 10 ст de altura, si el radio cambia de 2 а 2.06 cm, calcular 
el cambio aproximado correspondiente al volumen del cilindro y hallar el error porcentual 
de cambio en el volumen. 

Solución 


El volumen del cilindro: V =xr*h  dondeh = 10cm, r2 2 ст y dr = 0.06cm 
como V -zr^h => ЧУ = 2пт dr 


dV = 2л(10)2(0.06) =2.47 porlotanto dv=2.4xcm' 


V 2.4 | 
el error porcentual es: e 100% = 227 x100% = 6% 
v 40л 





Demostrar que si se comete un error al medir el diámetro de una esfera, el error relativo 
del volumen de la esfera es tres veces el error relativo del radio. 


Solución 


Aplicaciones de la Derivada 


Amr 


El volumen de la esfera V = 





Calculando — : š 
v nr 








I. Calcular dy sí 


TERI 


3х 


)' = 





q^ 492 


3 3 
у=" x.sen” x 





ys 
2x -1 


: 
y =4x? +5x7 +] 





O, 
© 
© 
9) ral 
O) 
07 


а +] 
y= 5 
x*-1 


II. Hallar Ay, dy y E = Ay — dy si 


(1) fo) e x? «3x! -6x-3, x22. 


p d 3 dy 
8 _ Л! даг 


3 





dr 


(2) J=- nE, (20-0 
EF: 


© 


XX 


| 
f(x). Х| -44 Ах = 0.01 


Ө Өө ©. © 


© © 
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y = ctg 2х. cosec2x 





_2+C08x 
2—sen x 
2 ] 1 
y =x" Sen — — х COS — 
x x 


r. 


y=3x? 424 x 
3ax 
y- 2 2 
(x +1) 
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f) 2 —— , x, 21. Ax 203 
x^ +1 


Usando diferenciales, calcular el valor que se indica. 








Гох) = х «2x! -x41, (3.002) (2 гоу-х 5х2-4, 1297 
Го) = дэв (2.024) (0) ло) «im. (0.1) 

Гбх) = x! +255 43x? 42x? 4 x43, £(0.00009) 

Ti I , £1.91) 


Calcular el valor aproximado de 


435.5 (з) Was 
437.5 4) 30.00098 
0.042 (6) 0009 
482 +4/82 (8 w 
- | 
2/83 E, 
09 J101 
| „25 
" 50 
1/25 © 
3128 Rpta. 5.04 
=[(3.01? +(4 0)2 +(12.08)2]2 (15) 4630 


3 = 
= 2 Rpta. 0.355 
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ӘӘ © 


20 


© 


О = 


719 





- Rpta. 0.5032 
5/31 

10.999 Rpta. 0.9999 
4122 Rpta. 4.96 


715+ 99] 


ч Жэ Rpta. 0.99918 
[270 - (2.99)? |” 





Se encontrará con un posible error de 0.01 pulg. Que la medida de la arista de un cubo es 


15 pulg. Usando diferenciales encontrar el error aproximado а! calcular con esta medida. 
a) El volumen b) El área de una de las caras 


Ера. a) dV=6.75pulg' b) 44=0.3ри1р? 


La altura de un cono recto circular es el doble del radio de la base. Al medir se encontró 


que la altura es de 12 pulg. Con un posible error de 0.005 pulg. Encontrar el error 


aproximado en el volumen calculado del cono. Крба. dV = 0.187 pu lg? 


Un tanque cilindrico abierto tiene una capa de 1/8 pulg. de espesor. Si el radio interior es 


de 6 pulg. y la altura es de 10 pulg, encontrar usando diferenciales, la cantidad 
: : í 157 3 

aproximada de pintura que se necesita. Rpta. dV = ITI pulg”. 

La medida de la arista de un cubo de 15cm, con un error posible de 0.01cm. Empleando 

las diferenciales, halle el error aproximado al evaluar. 

a) el volumen b) el área de una de las caras 


Rpta. a) 6.75ст" b) 03cm 
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Un tanque cilindrico tendrá un revestimiento de 2cm de espesor. Si la radio interior tiene 


6m y la altura es de 10m, calcule mediante las diferenciales la cantidad aproximada de 


"e : 12 3 
material de revestimiento que se usara. Rpta. * лт 


Una quemadura en la piel de una persona tiene la forma de una circunferencia tal que 81 г 
r - 3 А . 2 

centimetros es el radio de A ст 685 el área de la lesión, entonces 4А = лг". Use la 

diferencial para determinar la disminución aproximada en el área de la quemadura cuando 


el radio decrece de іста 0.8cm. Rpta. 0.47 cm” 


Un tumor situado en el cuerpo de una persona tiene una forma esférica tal que sir 
е : 3 4л 3 гт” 
centimetros es el radio y V cm” es el volumen del tumor, entonces v = UU utilice la 


diferencial para hallar el crecimiento aproximado en el volumen del tumor cuando el 


radio aumenta de 15cm a 1.cm. Rpta. 09z cm. 


La medida de la resistencia eléctrica de un alambre es proporcional a la medida de su 
longitud e inversamente proporcional a la medida de su diámetro. Suponga que la 
resistencia de un alambre de longitud dada se calcula a partir de una medición del 
diámetro con un error posible del 2%. Encuentre el posible error porcentual en el valor 


calculado de la resistencia. Rpta. 4% 


El error posible en la medición del volumen de un gas es de 0.1ріе y el error permitido 


en la presión es de 0.001c/dr / pie? . Halle el tamaño del recipiente más pequeño con el 


cual es válida la ley de Boye. 


Una caja metálica de forma cúbica de 64 pu lg" de volumen interior, tiene por caras, 
planchas de % pulgadas de espesor. Si el costo de metal a emplearse es de 8 dólares 
por pulg? aplicando las diferenciales hallar el costo aproximado del meta! que se 


empleará en la construcción de la caja. Rpta. 96 dólares 
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O 
a 


El diámetro de una esfera de 9cm, al medirlo se introduce un posible error de 


+ 0.05cm ¿Cual es el error porcentual posible en el cálculo del volumen? 


Se mide el diámetro de una esfera y con el resultado se calcula el valor de su volumen, s! 


el máximo error posible al medir el diametro es 0.02cm y el error máximo aceptable al 


calcular el volumen es de 3cm? ¿cuál es el diámetro aproximado de la esfera más grande a 


| Е 3 
la que puede aplicarse estas condiciones? Rpta. TE em. 
үл 


Si el radio de la base de un cono circular recto es la mitad de su altura y si el radio de la 
base mide 2 cm. con un posible error de 0.01, aproximar el error posible cometido al 


calcular el volumen. Rpta. AV = 0.8011 


Un contratista acuerda pintar ambos lados de 1,000 rótulos redondos, cada uno de los 
cuales tiene un radio de 3m. Al recibir los rótulos, se descubre que el radio tiene lcm 
más. Emplee las diferenciales para calcular el aumento porcentual aproximado de pintura 


que se necesitará. Rpta. 2.77% de aumento. 
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